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Heute feiern wir den Erfolg der Absolventen unserer Fachgruppe: Sie haben
das Mathematik- Studium mit den Examina zum Bachelor oder Master, dem
Ersten Staatsexamen fiir das Lehramt oder der Promotion abgeschlossen. Da-
zu gratuliere ich Thnen sehr herzlich! Die Fachgruppe Mathematik wird IThnen
die Zeugnisse in dieser Feierstunde {iberreichen, und dariiber freue ich mich
sehr. Mein Zeugnis habe ich damals im Sekretariat abgeholt, wie es der Vorstel-
lung der 70er Jahre entsprach. Ob ich den festlichen Rahmen vermisst habe,
weifl ich nicht mehr, aber ich bin sicher, dafl meine Mutter sich sehr gefreut
hétte, an einer solchen Feier teilzunehmen. Daher gratuliere ich den Eltern der
Absolventen besonders herzlich: Sie haben einen sehr grofien Anteil an dem
Erfolg Threr Kinder, und darauf kénnen Sie stolz sein.

Wenn ich nun iiber die Entstehung der Variationsrechnung, einer Disziplin
der Mathematik spreche, dann mufl ich zuerst bedenken, an wen sich meine
Ausfithrungen richten sollen, denn davon hingt ab, was ich an Kenntnissen
voraussetzen kann. Natiirlich sollen in erster Linie die Eltern die Adressaten
sein, und damit muf} ich wohl von folgenden Gegebenheiten ausgehen: Die we-
nigsten von Ihnen befassen sich im Beruf oder in der Freizeit mit mathemati-
schen Relationen, schon gar nicht mit Differentialgleichnungen, und ein grofler
Teil von Thnen denkt bei dem Begriff ,,Optimale Kurven“ an alles Mogliche,
nur nicht an Mathematik. Und vielleicht halten Sie Mathematiker fiir etwas
weltfremd, wenn diesen bei dem Wort ,, Kurven* zuerst Gegenstéinde der Ma-
thematik einfallen. Daher zeige ich Ihnen zuerst, dafl nicht alle Mathematiker
so denken, und selbst wenn sie sogar in ihrer freien Zeit nicht von mathema-
tischen Kurven lassen kénnen, dann kann das Ergebnis sehr interessant sein.

1 Einige Kurven, auch aus der Mathematik

Zunéchst mochte ich Thnen Alexander von Brill (1842 — 1935) vorstellen, Pro-
fessor der Mathematik an der Universitdt Tiibingen, der vor allem auf dem
Gebiet der Algebraischen Geometrie gearbeitet hat.

In der Lehre war ihm besonders wichtig, mit Hilfe von Modellen aus Gips oder
Holz den Studenten die geometrischen Eigenschaften der algebraischen Kurven
und Flachen zu veranschaulichen. Noch heute gibt es viele dieser Modelle, die
im Verlag seines Bruders Ludwig Brill hergestellt wurden.



In seiner Freizeit hat Alexander von Brill u.a. Mobel gebaut, und ein Schrank
von 1894 steht heute im Wohnzimmer der Familie einer Urenkelin! von Brill.

Dort sehen wir zunéchst Brill, der — wie Atlas die Weltkugel — eine Platte trégt,
auf der ein Wiirfel und eine Kugel liegen. Die Sphére, d.i. die Oberfliche der
Kugel, hat in allen Punkten die gleiche Kriimmung, némlich 1/R? wobei R
der Radius der Sphére ist. Die Seiten des Wiirfels sind eben, also haben sie
die Kriimmung K = 0. Wir haben also Flachen mit konstanter Kriimmung
vor uns, wobei die Kriimmung positiv oder Null ist.

Nun waren 1868 Flichen konstanter negativer Kriimmung gefunden worden,
die Pseudosphéren genannt werden. Auf ihnen gilt eine Geometrie, die unserer
Vorstellung von der Geometrie in der Ebene vollig widerspricht: Zu einer ,,Ge-
raden”, das ist hier eine Linie, die zwischen zwei Punkten die kiirzeste Verbin-
dung realisiert, und einem Punkt, der nicht auf ihr liegt, gibt es mehr als eine
Parallele. Die Frage, ob es zu einer Geraden nur eine Parallele gibt, hat die Geo-
meter seit der Antike beschéftigt, und erst im 19. Jahrhundert wurde sie um-
fassend beantwortet. Dafl mehr als eine Parallele existiert, ist charakteristisch
fiir die hyperbolische Geometrie. Und eine solche Fléche mit einigen ,,Geraden*
auf ihr hat Alexander von Brill im oberen Teil der Schranktiire dargestellt. Wir
sehen hier, dal ein Mathematiker, selbst wenn er einen Schrank baut, immer
noch die Faszination vermittelt, die die Mathematik auf ihn ausiibt.

! Ich danke Andrea und Lutz Krings fiir die Fotos.



Nun zu anderen Kurven. In einer Tageszeitung? las ich die Uberschrift:
Die ideale Verbindung zwischen zwei Punkten ist nicht die Gerade

und ich kenne mehr als einen Kollegen, der auch ohne das Bild zu sehen, zuerst
an Kurven der folgenden Art denkt:

Vermutlich hat auch der eine oder die andere hier in der Aula seine Freude am
Fahren auf solchen Strecken. Ich weifl nicht, wo dieses Bild aufgenommen wur-
de. Anders ist es bei der néchsten Kurve, die fiir eine der schonsten gehalten
wird und sogar einen Namen hat:

FATEY PROGS BASTOS Smes —

Spa-Francorchamps

Eau Rouge, benannt nach dem Bach in der Néahe, der sehr eisen- und mine-
ralhaltiges Wassser fiihrt.
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Fiir alle, denen das Fahren auf solchen Straflen zu gefihrlich erscheint, zeige
ich eine Kurve aus der Fliegerei. Dort geht es ja weniger gefihrlich zu, und so
sagt denn auch ein alter Pilotenspruch, der gefdhrlichste Teil eines Fluges sei
die Fahrt zum Flugplatz. Flugzeuge fliegen die meiste Zeit geradeaus, aber um
das zu trainieren, fliegen die Piloten auch solche Kurven wie die Lazy Eight:
Es ist fast eine Acht, und bis der Pilot dieses Man6ver so gut beherrscht, daf3
er nicht viel arbeiten muf} (lazy), hat er alle Hinde und Fiifle voll zu tun.

LAZY EIGHT
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Lazy eight.

Diese Beispiele, insbesondere der Geradeausflug eines Flugzeugs, bringen uns
nun direkt zu mathematischen Relationen und deren Veranschaulichung durch
Kurven. Es geht néimlich um die Geschwindigkeit, deren Anderung und die
Strecke, die in einem Zeitraum zuriickgelegt wird.
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Wir beginnen mit einer Darstellung der Geschwindigkeit als Funktion der Zeit,
d.h. zu jedem Zeitpunkt t ist angegeben, wie groff die Geschwindigkeit ist;
dabei nehmen wir an, daf} sich ein Flugzeug oder Auto auf einer geraden
Linie bewegt, es also keine Richtungsdnderung gibt. Die bis zum Zeitpunkt ¢
zuriickgelegte Stecke entspricht dann dem Flécheninhalt unter der Kurve v bis
zum Wert ¢; v ist zunédchst konstant, also ist bis ¢ = 1 der Flacheninhalt eines
Rechtecks zu bestimmen, und der wird gréfler proportional zur Hohe v(t) des
Rechtecks: die Hohe v(t) gibt also an, wie steil s(¢) wichst. Wir kénnen also
sagen, daf alle Information iiber die Funktion s(¢) in v(t) enhalten ist: v(t) ist
ja die Anderungsrate der GroBe s(t).



Mit Anderungsraten zu argumentieren, kann aber leicht zu falschen Aussagen
fithren, wie folgendes Beispiel zeigt!.

B
Uag = 15 k:m/h e =" km/h

A C
vapc = 30 km/h

Sie fahren von A nach B einen Kilometer bergauf mit einer Durchschnittsge-
schwindigkeit von 74p = 15km/h; danach fahren Sie einen Kilometer von B
nach C' bergab. Wie schnell miissen Sie im Durchschnitt bergab fahren, damit
die Durchschnittsgeschwindigkeit 7 4p¢ fiir den gesamten Weg von A iiber B
nach C 30 Stundenkilometer betrigt?

Als ich bei der Vorbereitung des Vortrags diese Frage hier in der Hochschule
stellte, erhielt ich meistens die Antwort 45km /h — da ja der Mittelwert von 15
und 45 gerade 30 sei. Fragen wir also etwas genauer: Wenn die Durchschnitts-
geschwindigkeit fiir die gesamte, zwei Kilometer lange Strecke 30km /h betréigt,
dauert die Fahrt von A bis C ?&“Tm/h, also 2/30 Stunden, das sind 4 Minuten.
Wenn man nun den ersten Kilometer von A bis B mit 15km/h zuriicklegt,
ist man 1/15 Stunde unterwegs, das sind ebenfalls 4 Minuten — und folglich
wird man dann C' nie mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 30km/h er-
reichen konnen. Die Geschwindigkeit ist eine Anderungsrate, aber pro Zeit,
daher lautet die richtige Formel
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Analog zur Anderung der zuriickgelegten Strecke pro Zeit kénnen wir nun die
Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit betrachten, die Beschleunigung a(t).
Offensichtlich wird zum Zeitpunkt ¢ = 3 die Geschwindigkeit maximal; links
von t = 3 steigt die Kurve an, und fiir ¢ > 3 fallt sie ab. Dieses Verhalten
driickt sich in dem Bild fiir die Beschleunigung a(t) so aus, dafl a links von
t = 3 positiv ist, im Punkt ¢ = 3 durch Null geht und fiir ¢ > 3 zunéchst
negative Werte annimmt.

! Diese Frage wurde Albert Einstein von einem Psychologieprofessor gestellt, und wie es
seine Art war, hat er sie geduldig beantwortet.



Im Bild von s(t) ist die Steigung von s(t) fir ¢ < 3 groBer und fir ¢ > 3
kleiner als im Punkt ¢ = 3. Weil die Kurve s(¢) fiir ¢ < 3 nach links und fiir
t > 3 nach rechts gekriimmt ist, nennen wir den Punkt, in dem sich dieses
Kriimmungsverhalten dndert, einen Wendepunkt.
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Umgangssprachlich kommt dieser Zusammenhang weniger klar zum Ausdruck.
Was kleiner wird, ist die Anderung(!) der Geschwindigkeit, d.h. es wird weni-
ger stark beschleunigt; niemand stellt sich dabei vor, das Fahrzeug wiirde nun
riickwérts fahren. Und so ist es auch, wenn wir etwa horen, die Neuverschul-
dung sei zuriickgegangen — das bedeutet nur, dafl es nun langsamer ins Elend
geht, und wenn der Zuwachs an Arbeitslosen geringer wird, dann kann die
Anzahl der Arbeitslosen weiterhin steigen. Es ist fiir jeden von Ihnen sicher
leicht, Politiker zu finden (vor allem in den Parteien, die Sie nicht wihlen),
die mit diesen Zusammenhéngen ihre Schwierigleiten haben. Ein besonders
raffniertes Beispiel stammt von dem fritheren Prasidenten der USA, Richard
Nixon:

Mathematics Is an Edifice, Not a Toolbox

In the fall of 1972 President Nixon announced that the rate of increase of
inflation was decreasing. This was the first time a sitting president used the
third derivative to advance his case for reelection?.

Wenn er sagt ,, The rate of increase of inflation is decreasing”, dann miissen
wir bedenken, daf8 die Inflation selber eine Anderungsrate ist. Wenn also die
3. Ableitung, d.i. die Anderungsrate dritter Stufe der Preise fillt, dann steigen
die Preise nach wie vor immer stérker, d.h. die Inflation wéchst. Die Wihler
haben woméglich nur die beiden letzten Worte aufgenommen, nidmlich ,,infla-
tion“ und ,decreasing“ — und waren dann iiberzeugt, dafl sie bald mehr fiir
ihr Geld bekommen.

Die Beschleunigung ist die Gréfle, die wir beim Fahren oder Fliegen veréindern
konnen, und die zuriickgelegte Wegstrecke ist die Grofle , die uns interessiert,
also héngt s(t) von a(t) ab, und wenn wir bedenken, dafl die Beschleunigung,
die zum Zeitpunkt ¢ moglich (oder besser: sinnvoll) ist, von der Geschwindig-
keit v(t) abhéngt, dann ist offensichtlich, da8 s(¢) von a(t) und v(¢) abhéngt.
Driicken wir nun die Anderungsrate einer Funktion ¢(t) durch ¢(t) aus, dann
ist v(t) = §'(t) und a(t) = v'(t) = s”(t), und damit kénnen wir den Zusam-
menhang, dal s von s’ und s” abhiingt, so schreiben: s(t) = f(s'(t);s"(t)),
und das ist eine Differentialgleichung; f gibt dabei an, wie die Abhéngigkeit
vorgegeben ist.

2 Notices AMS 43 (1996) p. 1108



2 Das Minimuumproblem von Johann Bernoulli

Im Juni 1696 veroffentlicht Johann Bernoulli, Mathematiker an der Universitét
Groningen, die folgende Aufgabe:

L

Einladung zur Losung eines neuen Problems.
Aus den Aecta Eruditorum, Leipzig, Juni 1696. S. 269.

, Wenn in einer verticalen Ebene zwei Punkte 4 und
B gegeben sind, soll man dem beweglichen Punkte M/
eine Bahn A M B anweisen, auf welcher er von 4 aus-
gebhend vermdge seiner eigenen Schwere in kiirzester
Zeit nach B gelangt.

Damit Liebhaber solcher Dinge Lust bekommen sich an
die Losung dieses Problems zu wagen, mdogen sie wissen,
dass es nicht, wie es scheinen konnte, blosse Speculation ist
und keinen praktischen Nutzen hat. Vielmehr erweist es sich
sogar, was man kaum glauben sollte, auch fiir andere Wissens-
zweige , als die Mechanik, sehr niitzlich. Um einem vor-
eiligen Urtheile entgegenzutreten, mége noch bemerkt werden,
dass die gerade Linie A4 B zwar die kiirzeste zwischen 4 und
B ist, jedoch nicht in kiirzester Zeit durchlaufen wird. Wohl
aber ist die Curve A M B eine den Geometern sehr bekannte,
die ich angeben werde, wenn sie nach Verlauf dieses Jahrves
kein anderer genannt hat. ‘

Es war damals {iblich, dafl ein Wissenschaftler, der eine interessante Aufgabe
gelost hatte, zunéchst in einer Zeitschrift nur das Problem vorstellte, als Her-
ausforderung an die Kollegen; erst spéiter wurde dann die Losung publiziert.
Es geht darum, zu zwei Punkten A und B (in der Ebene) eine Verbindungslinie
zu finden, so dafl eine Kugel, die reibungsfrei auf der Kurve rollen kann, unter
dem Einflu} der Schwerkraft in kiirzester Zeit von A nach B gelangt.

A

B

Bernoulli bemerkt ausdriicklich, daf3 die geradlinige Verbindung von A nach
B nicht die schnellste Verbindung liefert, dal aber andererseits die gesuchte
Kurve bestens bekannt ist. (Damit ist insbesondere klar, da§ Bernoulli das
Problem gelést hat.)



Neben dieser offentlichen Ankiindigung teilt er das Problem einzelnen Mathe-
matikern per Brief mit, so schreibt er am 9. Juni 1696 an Leibniz.

9. Juni 1696

16. Juni 1696

i

Johann Bernoulli Gottfried Wilhelm Leibniz

In diesem Brief schligt er etwas andere Tone an und beklagt sich, dafl die
Helden aus Frankreich und England nur unter sich Probleme und Lésungen
austauschen. Leibniz antwortet bereits nach 7 Tagen (von Groningen ging der
Brief mit der Postkutsche nach Hannover), wobei er seine eigene Losung mit-
teilt und Bernoulli darin bestérkt, ein aulerordentlich schénes Problem vorge-
schlagen zu haben: wie der Apfel die Eva angezogen habe, so sei er von dieser
Fragestellung fasziniert! Dann diskutiert er mit Bernoulli, wie die Kurve hei-
Ben solle: Brachistochrone (Kurve kiirzester Zeit) war der Vorschlag von Ber-
noulli,> wihrend Leibniz den Namen Tachistoptote (Kurve schnellsten Falls)
bevorzugte.* Das war nicht das erste Mal, daf8 die beiden sich iiber die bes-
te Bezeichnungsweise austauschten; Johann Bernoulli benutzte als erster das
Wort Integral und sprach von Interalrechnung, wihrend Leibniz den Begriff
Summationsrechnung bevorzugte. Sie einigten sich schliellich auf , Integral®,

aber das Integralzeichen [ ist ein langgezogenes S und weist auf die Bezeich-

nungsweise von Leibniz hin.

Leibniz macht dann ebenfalls Reklame fiir das Problem und teilt es Jacob
Bernoulli, dem élteren Bruder von Johann mit, der an der Universitit Basel
arbeitet.

13. September 1696

7

6. Oktober 1696

— .

Gottfried Wilhelm Leibniz Jakob 1. Bernoulli

Auch der antwortet relativ schnell und teilt seine Losung Leibniz mit.

3 BpdxioTos ist eine Steigerungsform von Sparxts — kurz; xpéros — Zeit
4 réxioTos ist eine Steigerungsform von Tax0s — schnell; wirTew — fallen



Johann Bernoulli kiindigt am 1. Januar 1697 sein Problem nochmals an, jetzt
in einer ziemlich bombastischen Form:

2.
Ankiindigung,
herausgegeben Groningen, Januar 1697.

Die scharfsinnigsten Mathematiker des ganzen Erdkreises
griisst Johann Bernoulli, 6ffentlicher Professor der Mathematik.

Da die Erfahrung zeigt, dass edle Geister zur Arbeit
an der Vermehrung des Wissens durch nichts mehr angetrieben
werden, als wenn man ihnen schwierige und zugleich niitzliche
Aufgaben vorlegt, durch deren Loésung sie einen beriihmten
Namen erlangen und sich bei der Nachwelt ein ewiges Denk-
mal setzen, so hoffte ich den Dank der mathematischen Welt
zu bedienen, wenn ich nach dem Beispiele von Ménnern wie
Mersenne, Pascal, Fermat, Viviani und anderen, welche vor
mir dasselbe thaten, den ausgezeichnetsten Analysten dieser
Zeit eine Aufgabe vorlegte, damit sie daran, wie an einem Priif-
steine, die Giite ihrer Methoden beurtheilen, ihre Krifte er-
proben und, wenn sie etwas finden, mir mittheilen koénnten;
dann wiirde einem jeden Offentlich sein verdientes Lob von
mir zu Theil geworden sein.

Man beachte insbesondere den letzten Satz: Bernoulli ist nun der Schiedsrich-
ter, der bestimmt, wer gut ist und wer nicht. Leibniz gibt schliellich an, wer

denn seiner Meinung nach das Problem 16sen koénne, und ich werde nun zu den
einzelnen Namen etwas sagen.

Johann Bernoulli
G. W. Leibniz
Jacob Bernoulli
G.F. de I'Hospital
J. Hudde
C. Huygens
I. Newton

E. W. Tschirnhaus

Beginnen wir mit Ehrenfried Walter von Tschirnhaus: Er hatte in Leiden stu-
diert, der besten Universitét auf dem Kontinent, wenn es um die neue Infinite-
simalmathematik ging. Ihm gelang eine Losunug, die in den Acta Eruditorum
veroffentlicht wurde. Leibniz und Tschirnhaus waren seit langem befreundet,
aber er stand nicht auf der Liste, wahrscheinlich weil Leibniz ihm eine Losung
gar nicht zutraute.

Die Losung von Johann Bernoulli werde ich spéter genauer vorstellen, da sie
m. E. die schonste ist. Von Leibniz habe ich schon berichtet, daf} er eine Losung
gefunden hat, also komme ich zu Jacob Bernoulli.

Er war 13 Jahre &lter als sein Bruder Johann, und die beiden waren seit lan-
gem zerstritten. In seiner Arbeit, die die Losung enthiélt, erklart er zunéchst,
dafl ihn die Einladung seines Bruders — er nennt sie provocatio — iiberhaupt
nicht interessiere. Aber als der berithmte Leibniz ihm das Problem mitgeteilt
habe, da mufite er sich damit befassen, und so lieferte er ebenfalls eine Losung.
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Seinem Bruder, der ihn ja, wie bereits gesagt, iiberhaupt nicht interessierte,
legt er zwei neue Probleme vor, und das driickt er sogar im Titel seiner Arbeit
aus:

Losung der Aufgaben meines
Bruders..., dem ich dafiir eine
andere vorlege

G.F. de I'Hospital ist allen Horern der Analysis-Vorlesungen bekannt von der
de 'Hospitalschen Regel.

o,

Guillaume Francgois Antoine, Marquis de L’Hospital
(1661 — 1704)

In einem Mathematik-Lexikon? las ich, er habe eine Korrespondenz mit Ja-
cob Bernoulli begonnen, die dann in dem ersten Lehrbuch der Infinitesimal-
rechnung gipfelte. In einfacheren Worten kann man das viellecht so sagen: de
I’Hospital gehorte dem Hochadel an und konnte es sich leisten, Jacob Bernoul-
li als seinen Privat-Lehrer anzustellen. Zudem muflte er ihm als erstem jedes
neue Problem mitteilen — ebenfalls gegen Bezahlung. Was Bernoulli dann fiir
de I’'Hospital verfasste, bildete die Grundlage fiir sein Lehrbuch. Den Zeitge-
nossen waren diese Vereinbarungen iibrigens nicht bekannt.

Bei Johan Hudde hatte Leibniz eine Einschrénkung gemacht: Er kénne das
Problem sicherlich 16sen, wenn er denn neben seinen beruflichen Verpflichtun-
gen die notige Zeit finde.

Johan van Waveren Hudde
(1628 — 1704)

Hudde hatte ebenfalls in Leiden Mathematik studiert und wichtige Beitréige
zur Infinitesimalmathematik geliefert, war aber dann, da er einer alteinge-
sessenen Amsterdamer Kaufmannsfamilie angehorte, Unternehmer und lang-
jéhriger Biirgermeister von Amsterdam geworden; er gab dieses Amt nach
mehr als 30 Jahren auf, weil eine erneute Wiederwahl gesetzlich ausgeschlos-
sen war. Ferner war er an der Leitung der Ostindien-Kompanie beteiligt.

3 Lexikon der Mathematik, Spectrum-Verlag, 2002
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Hudde befasste sich weiterhin mit Mathemtik, aber nur, wenn sie im Zusam-
menhang mit seinem Beruf auftrat, wie etwa bei der Berechnung von Pensi-
onsriickstellungen, wo ihm seine Kenntnisse in der Wahrscheinlichkeitstheorie
zugutekamen.® Zu Newton und Huygens sage ich spiter etwas, als nichstes
mochte ich die Losung von Johann Bernoulli vorstellen.

3 Die Loésung von Johann Bernoulli

Was ist die Schwierigkeit bei der Bestimmung der Brachistochrone? Wenn wir
eine Verbindungslinie zwischen A und B fixieren, dann kénnen wir die Zeit
messen, die die Kugel braucht, um ldngs dieser Linie von A nach B zu gelan-
gen. Das bedeutet aber, dafl wir fiir jede Kurve eine einzige reele Zahl kennen.
Die Kurve selbst aber kann nur durch eine Vorschrift beschrieben werden, die
jeden einzelnen ihrer Punkte festlegt. Also besteht die erste Aufgabe darin,
ein solches Gesetz zu finden.

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist das Brechungsgesetz von Willebrord
Snell (1580 - 1626): Ein Lichtstrahl wird an der Trennungslinie zwischen zwei
optischen Medien mit unterschiedlichem Brechungsindex gebrochen, und es
gilt

N1 COS X1 = N9y COS (2

wobei n1 und ny die Brechungsindizes der optischen Medien sind und «y bzw.
ag die Winkel sind, die der Strahl mit der Geraden bildet, die die Medien
voneinander trennt. Diesem Gesetz gab der Mathematiker Pierre de Fermat
(1607 — 1665) eine ganz andere Interpretation: Das Licht wird so gebrochen,
daf3 der Lichtstrahl, ausgehend von A den Punkt B in kiirzester Zeit erreicht;
dabei wird vorausgesetzt, dafl die Lichtgeschwindigkeit in den beiden Medien
verschieden ist. In der Zeichnung sieht man, dal der Weg, den das Licht in
dem Medium unterhalb der Achse zuriicklegt, langer ist, da hier die Lichtge-
schwindigkeit grofler ist.

Yy
B = (1,1)
v2
«aq C z
v1
A= (0,-1) T(ACB) = T(AC) + T(CB)
= VIt aZ+ o1+ (1-2)?
=: f(z)

Wenn wir nun den optimalen Lichtweg bestimmen wollen, dann ist der Punkt
C, in dem die Trennlinie durchstoflen wird, die einzige Unbekannte, da ja in

5 Man kann bedauern, daf88 er sich als ausgewiesener Wissenschaftler der Politik verschrieb;
es ist aber zu bedenken, dafl anderenfalls nur noch die fiir die Politik iibrigbleiben wiirden,
die fiir andere Tétigkeiten ungeeignet sind.
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jedem Medium der Lichtweg geradlinig ist. Wenn C' die Koordinaten (z,0)
hat, dann ist die fiir den Weg ACB bendtigte Zeit gerade die Funktion

1 1
f) = —V1ta?+ =T+ (12,
U1 ()

die offensichtlich in einem einzigen Punkt minimal wird.

LI S N S B B S N B B B B B S S B B H E S
0.2 0.4 0.6 0.8

X

Nach den Regeln der Differentialrechnung folgt dann:

0L ) 1 2 1 1-2z
= T = — -
vivVi+az?z v /14 (1—12)?2

cos(a1)  cos(ag)

U1 U2

Damit erhalten wir das Gesetz von Snell, jetzt mit der GroBe 1/v; anstelle
von ni, bzw. 1/vy anstelle von no.

Wenn wir nun ein optisches Medium annehmen, das aus Schichten besteht, in
denen die Lichtgeschwindigkeit konstant ist, dann ergibt sich fiir den Lichtweg
ein Streckenzug, bzw. eine glatte Kurve, wenn die Dicke der Schichten immer
kleiner wird.

Vg

U3

v2

] .

cos(a)

= const
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cos(a)

VY

Die Kurve ist also dadurch charakterisiert, dafl der Steigungswinkel im Punkt
y proportional zur Geschwindigkeit ist. Diesen Sachverhalt {ibertragt Bernoulli
auf die Brachistochrone: Da die Kugel reibungsfrei rollt, ist die Geschwindig-

keit
v(y) = /29y,

wobei g die Gravitationskonstante ist. Also erhalten wir die Differentialglei-
chung

= const

cos a(y)/+/2gy = const.

Die Losung dieser Gleichung war den Mathematikern bestens bekannt, wie
Bernoulli in seiner ersten Ankiindigung bereits bemerkt hatte. Bevor ich die
Losung angebe, mochte ich das Vorgehen erldutern. Fermat hatte eine Mi-
nimalaufgabe ins Spiel gebracht, um ein bekanntes physikalisches Gesetz zu
interpretieren oder in einen neuen Zusammenhang zu stellen. Dieses Ergeb-
nis greift Bernoulli auf und wendet es auf ein ganz anderes Problem an (Was
hat die Geometrische Optik mit der Bewegung im Schwerefeld zu tun?) und
stellt insbesondere die Art der Argumentation auf den Kopf: Fermat erklért
eine Differentialgleichung durch ein Minimalproblem, und Bernoulli findet zu
einer Minimumaufgabe die Differentialgleichung, die die Losung beschreibt.
Eine solche Vorgehensweise ist ganz typisch fiir die Mathematik, und es ist
zum einen von philosophischem Interesse (was hier nicht ausgefiithrt werden
soll), zum anderen aber von grofer Bedeutung fiir die Anwendbarkeit der Ma-~
thematik.

Aufgrund der Anwendbarkeit von Methoden in ganz unterschiedlichem Zusam-
menhang sind Absolventen der Mathematik in den verschiedensten Bereichen
einsetzbar. Wem das {ibertrieben vorkommt, der moge die Berufsaussichten
der Mathematiker vergleichen mit einem der woéchentlich neu eingerichteten
Studiengénge, die durch eine moglichst eng beschriebene Ausbildung gute Be-
rufsaussichten suggerieren wollen.

Ferner ist die Darstellung des Brechungsgesetzes durch eine Minimumaufgabe
erst der Anfang von einer sehr umfangreichen Theorie. Die Physik ist schlief3-
lich nicht die Summe aller Gesetze, die in einer Formelsammlung aufgefiihrt
sind, vielmehr geht es um allgemeine Prinzipien, aus denen die einzelnen Ge-
setze folgen, und dabei spielen die Variationsprinzipe, von denen wir ein ganz
einfaches Beispiel gesehen haben, eine grofie Rolle. Die Bewegungen in der
Mechanik etwa sind dadurch charakterisiert, daf3 eine bestimmte Grofle, die
die Energie enthélt, minimal wird.
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Fiir Leibniz und viel Physiker nach ihm waren diese Zusammenhénge so beein-
druckend, daf} sie behaupteten, in der besten aller moéglichen Welten zu leben,
da in der unseren diese Prinzipien gelten. Heute denken die meisten sicher

nicht so, aber die Faszination, die diese Prinzipien ausiiben, ist ungebrochen.

Ein Physiker soll hier as Beispiel genannt werden: Richard Feynman. Er war
nicht nur einer der bedeutendsten Physiker seiner Zeit, sondern hat auch in der
Lehre seine Begeisterung fiir die Physik auf beeindruckend Weise vermittelt. In
den 60er Jahren hat er eine neue Anféinger-Vorlesung konzipiert, die heute noch
nachgedruckt wird, und da fillt die 19. Vorlesung in Band III vollig aus dem
Rahmen: Auf die fiir damalige Verhéltnisse aufwendige graphische Gestaltung
wird verzichtet, wir sehen Fotos der Tafeln, und seine Vorlesung wird wortlich
wiedergegeben?. Er betont, daf8 es nicht um Priifungsstoff geht — stattdessen
zeigt er, was ihn an der Physik fasziniert, und das sind die Variationsprinzipe,
auf die ihn schon sein Lehrer auf der Highschool hingewiesen hat. Und dasselbe
Thema wéhlt er auch fiir seine Vorlesung, die er anlédBlich der Verleihung des
Nobelpreises gehalten hat.

19-1 A special lecture —almost verbatim*

“When I was in high school, my physics teacher—whose name was Mr. Bader—
called me down one day after physics class and said, ‘You look bored; I want
to tell you something interesting.” Then he told me something which I found
absolutely fascinating, and have, since then, always found fascinating. Every
time the subject comes up, I work on it. In fact, when I began to prepare this
lecture I found myself making more analyses on the thing. Instead of worrying
about the lecture, I got involved in a new problem. The subject is this—the
principle of least action.

“Mr. Bader told me the following: Suppose you have a particle (in a gravita-
tional field, for instance) which starts somewhere and moves to some other point
by free motion—you throw it, and it goes up and comes dowll. s ————

It goes from the original place to the final place in a certain amount of time.
Now, you try a different motion. Suppose that to get from here to there, it went

like this  —

but got there in just the same amount of time. Then he said this: If you calculate
the kinetic energy at every moment on the path, take away the potential energy,
and integrate it over the time during the whole path, you'll find that the number
vou'll get is bigger than that for the actual motion.

“In other words, the laws of Newton could be stated not in the form F = ma
but in the form: the average kinetic energy less the average potential energy is
as little as possible for the path of an object going from one point to another.

* Later chapters do not depend on the material of this special lecture—which is intended to
be for “entertainment.”

Von seiner Vorlesung ,,The Motion of Planets Around the Sun“ sind sogar Tonb&nder
erhalten, vgl. D.L. Goodstein & J.R. Goodstein (Hg.), Feynman’s Lost Lecture, New York,
1996 (Buch und CD)
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Nun wollen wir die Kurve kennenlernen, die die Gleichung

cos a(y)/\/2gy = const. (+)

erfiillt. Seit Descartes unterscheidet man zwei Methoden, um Kurven zu be-
schreiben, einmal ist das ein algebraischer Ausdruck, dann aber eine mechani-
sche Vorschrift, die Kurve zu produzieren. In unserem Fall ist es eine Rollkurve
(Zykloide), die dadurch entsteht, dafl ein Kreis auf einer Geraden abrollt: Die
Kurve, auf der sich ein fester Punkt des Kreises bewegt, heifit dann Rollkurve.

2.5

2

1.5

1

0.5
— ——— T — T ——
-1 _0'5@/ 1 2 3 4 5 6

Die Koodinaten des Punktes A(f8), der aus dem Beriithrungspunkt A(0) ent-
steht, wenn der Kreis um den Winkel § gedreht wird, sind

r=RpB — Rsinpg

y=R — RcosB=R(1 — cosf)=2R sin?(4/2)
Fiir den Nachweis von (+) ist entscheidend, dafl die Geschwindigkeit, mit der
sich A in z-Richtung bewegt, dieselbe ist wie die, mit der A sich in Richtung
der Kreistangenten bewegt. (Es ist hilfreich, sich vorzustellen, dafi der Kreis

gar nicht rollt, sondern nur in z-Richtung gezogen wird, bzw. daf er sich nur
dreht, ohne eine Bewegung in z-Richtung.)

X

Dann ist aber die Tangente ¢ an die Rollkurve die Summe der Vektoren vg
und v,, also halbiert sie den Winkel zwischen vg und v,,.

Dann folgt 200 =1m/2 4 7.

Mit v+ B=1/2

folgt f=m—2a oder [/2=7/2—q.
Damit haben wir sin(3/2) = cos(a),

also VY = V(2R) cosa,

und das bedeutet cos a/4/y = const.,

was zu zeigen war.
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4 Der Beitrag von |. Newton

Als am 1. Januar 1697 das Problem erneut publiziert wurde, arbeitete New-
ton nicht mehr an der Universitdt Cambridge, vielmehr leitete er in London
das Miinzamt. Daher hatte Leibniz, als er Newton als einen der Mathemati-
ker nannte, die die Aufgabe losen konnten, die Einschrinkung gemacht, daf
er nicht wisse, ob Newton neben seiner neuen Tétigkeit noch mathematisch
arbeite.

Nun wissen ziemlich genau, wie Newton seine Tage verbrachte, denn seine
Nichte, die seinen Haushalt fithrte, hat dariiber Buch gefiihrt.

N. when come home from the Tower would stand still a
great while if any paper or book sent him before he would
eat.

Und am 29. Januar 1697° traf Bernoullis Ankiindigung bei ihm ein, er schreibt
némlich ein Eingangsdatum auf das Schreiben:

Chartam ex Gallia missam accepi Jan. 29. 169%.

Und dann, so wieder seine Nichte, arbeitet er bis 4 Uhr am néchsten Morgen
an der Losung.

Sr I. N. was in the midst of the hurry of the great
recoinage did come home from the Tower very much tired
at 4 o’clock, but did not sleep till he had solved it wCh
was by 4 in the morning.

Das Resultat schickt er in einem anonymen Brief an Charles Montague, den
Prasidenten der Royal Society, der den Brief am 30. Januar vercffentlicht.

Epistola missa ad praenobilem virum D. Caro-
lum Montague ...& Societatis Regize Praesidem:
in qua solvuntur duo problemata a Johanne
Barnoullo Mathematico celeberrimo proposita

30 Jan. 1693.

Was ist der Grund fiir dieses Verhalten? Im Jahre 1687 hatte Newton die
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica verdffentlicht, in denen er —
was bestens bekannt ist — die Bahnen der Planeten aus dem Gravitationsgesetz
hergeleitet hatte. Weniger bekannt sind die vielen anderen Probleme, die er
in den Principia behandelte, und dazu gehort auch eine Minimumaufgabe, die
viel schwieriger ist als das Problem der Brachistochrone:

5 In England wurde damals der julianische Kalender verwendet, da der auf dem kontinent
gebréuchliche gregorianische als pépstliche Irrlehre galt. Die Briten fiithrten daher in allen
Jahren, deren Jahreszahl durch 100 teilbar ist, einen Schalttag ein, und waren 1696 schon
11 Tage hinter unserem Kalender zuriickgeblieben, ab 1700 betrug die Differenz sogar 12
Tage. Zudem begann das neue Jahr am 25. Mérz, was zu den merkwiirdigen Bezeichnungen
wie 29. Januar/9. Februar und 1696/7 fiihrte.
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Man bestimme die Form eines Rotationskorpers vorgeschriebener Léange, der
in einer gleichméfBigen Fliissigkeitsstromung (in Richtung seiner Achse) mini-
malen Widerstand hat. In der Zeichnung sehen wir zu bestimmende Kurve
DNFIE. (Der Kérper wird von rechts angestromt.)

MARGINALIA 41

[ 327 ]

em eundem C B generatur, minus refiftitur quam folidum prius;
fi modo utrumque fecundum: plagam axis fui 4 B -progrediatur,
& utriufque terminus B praceddt. Quam quidem propofitio-
nem in conftruendis Navi-
bus non inutilem futuram D___ N
effe cenfeo.

~ Quod fi figura DNFB
ejufinodi fit ue, i ab ejus (A
pun&to quovis N ad axem
AB demittatur perpendi-
culum NM, & a punéto
dato G ducatur refta GR

uz parallela fit reGt figuram tangentiin N, & axem produétum
?eéet in R, fuerit MN ad GR ut,G R cub. ad 4 BRxGBg.: So-
lidum quod figur2 hujus revolutione circa axem 4 B fa&ta defcri-
bitur, in Medio raro & Elaftico ab 4 verfus B velociflime mo-
vendo, minus refiftetur quam aliud quodvis eadem lo ﬂ%i{tudine
& latitudine defcriprum Solidum circulare. "“;;{?;;"_.ﬁ;’”’v (A friflin

Prop. XXXVI. Prob, VIII.

Invenire refiftemtiam corporis Spharici in Fluido raro ¢o Elaftico
welociffime progredientis. ( Vide Fig. Pag. 325.)

Defignet ABK Iscorpus Spharicum centro C {emidiametro C 4
defcriptum.  Producatur C 4 primoad S deinde ad R, ut fit 4S
parstertia ipfius C A, & CR [it ad CS ut denfitas corporis Spha-
rici ad denfitatem Medii. Ad CR erigantur perpendicula PC,
R X, centroque R & Afymprotis C R, R X defcribatur Hyper-
bola quavis P¥Y. In CR capiatur CT longitudinis cujufvis, &
erigatur perpendiculum TV abfcindens aream Hyperbolicam
PCTV, & (it C Z latus hujus arez applicatz ad re&tam PC. Di-
co quod motus quem globus, defcribendo {patium C Z, ex refi-
ftentia Medii amittet, erit ad ejus motum totum fub initio ut lon-
gitudo CT ad longitudinem C R quamproxime. Nam

Wir sehen also, dafl Newton nicht erst durch die Aufgabenstellung Bernoullis
die neue Art von Minimumproblemen kennenlernte. Am Ende des Abschnitts
ist eine Anmerkung eingetragen worden, die auf den ersten Besitzer dieses
Buches hinweist.
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Auf einer Reihe von weiteren Seiten finden sich z. T. sehr umfangreiche An-
merkungen,

L4]
Prop. IV. Theor. IV.

Corporum que diverfos circulos equabili motn defcribunt, wires cen-
tripetas ad centra eornndem circulornm tendere, ¢ effe iater fe
wt arcunm finul defcriptorum quadrata applicata ad circulornm ra-
dios.

Corpora B, b in circomferentiis circulorum BD, bd gyran-
tia, fimul dcfcnbant arcus BD, bd. Qu lim fo] v‘x infira de-~
feriberent tangentes BC, be his arcubus m{% um 6
eft quod vires centripeta (umquae ,.n.‘./'. s e NN

h 7 Lo ,'-71‘1‘:; L e
perpetuo retrahunt corpora. de de g 4 [’
tangentibus ad  circumferentiad iy Z‘f yr
cuculorum, atg; adeo hz funt'#w
ad jpvicem in ratione prima fpa- RSN
tiorym nafcentiumC D, ¢ d : ten-
dunt vero ad centra circulo-
rum ‘per Theor. II, propterea
quod arez radiis de(crrprap POw-——\=--
nuntur temporibus proportiona-
1és: . Fiag figura ¢kb- figurz, R !

CB fimilis; &p]“érr’h‘r;\V; bl

lineola, C.D eritad Ji m Kt ut ey ol

%8B D ad' arcami b i+ fiet mion, per Lcmma E’({ ineola nﬁ“ﬁ?

tk_ad lincolai nalcéntem de ut bt guad. ad bd quad. & ex z- %

quo lineola nafcens DC ad lineolam nafcentem d ¢ ut BD xb¢ ,).1’:,

BDxbt d [)d quad.

S5 5

deog; (" ob zquales ratxones-b--& B2 )ut ———-ﬂ—‘d ad —M
s Z
0.E. D, i ;

Corol. 1. Hinc vires centripetz funt ut vel c,natp
applxc:ta ad radios c1rcu]orum L

ad bd giad. feu quod perinde eft, ut

i rad

die einem Bibliothekar sicher keine Freude machen. Das war wohl auch der
Grund, dafl dieses Exemplar, das der Universitéitsbibliothek Gottingen ge-
horte, verkauft wurde. Ein Sammler aus Genf hat es erworben, aber erst 1965
wurde es dem Mathematik-Historiker Emil Fellmann vorgelegt, der damals das
Euler-Archiv in Basel leitete. Er erkannte sofort die Handschrift von Leibniz,
und so wissen wir, dafl Leibniz das frithere Minimumproblem von Newton und
dessen Losung kannte.

Christiaan Huygens
(1629 — 1695)

Bevor ich den auf den Beitrag Newtons eingehe, mochte ich den letzten Kan-
didaten von Leibniz erwidhnen: Christiaan Huygens. IThm traute Leibniz eben-
falls eine Losung zu, aber Huygens war bereits 1695 verstorben. Dafl die
Einschétzung durch Leibniz richtig war, belegt einerseits die Tatsache, dafl
Huygens die Ausfithrungen Newtons zum Koérper kleinsten Widerstands voll-
stindig ausgearbeitet hatte. Insbesondere konnte er die Differentialgleichung
herleiten, die Newton ohne jede Erlduterung angegeben hatte. Ferner hatte
Huygens die Rollkurve intensiv studiert und gezeigt, dal zwei Kugeln, die in
verschiedenen Punkten A und A‘ zu rollen beginnen, zur gleichen Zeit den
Punkt B erreichen. Diese Eigenschaft der Rollkurve hatte er bei seinen Unter-
suchungen zur Pendeluhr gefunden. Wenn das Gewicht eines Pendels sich auf
einer Kreislinie bewegt, hiingt die Schwingungsdauer von der Auslenkung ab.
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5 Zusammenfassung

Wir haben gesehen, wie das Gebiet der Variationsrechnung entstanden ist,
allerdings ist nicht klar, warum es so heif3t. Haufig haben sich in der Mathe-
matik Bezeichnungen durchgesetzt, die nicht nur auf den ersten Blick wenig
hilfreich sind. In Darmstadt ist es iiblich, dafl Vortrdge im Mathematischen
Kolloquium mit einem Bild angekiindigt wurden, mit dem der Kollege Karl H.
Hoffmann das Interesse weckt. Das Thema ,,Optimale Gestalt und die direkte
Methode der Variationsrechnung“ hat er so angekiindigt:

It — Gt
.
Jechnischeflochschule
Aachen

Oplimale Gestalt
und die dire kte Methode

der Varialionsrech. :

nung R
Jlaupl\studiumskollmlu.: p

um 5.6.1996 "

Was sind nun Variationen, die dem Gebiet seinen Namen gegeben haben? 1755
schrieb der 19-jdhrige Giuseppe Ludovico Lagrangia aus Turin an Leonhard
Euler, den damals fiihrenden Mathematiker auf dem Gebiet; er beschrieb eine
Methode, die es erlaubt, nur mittels einer Rechenvorschrift die Differentialglei-
chung zu finden, welche die Losung festlegt. Fiir unseren Fall hétten wir also
lediglich eine Formel fiir die Zeit angeben miissen, die die Kugel ldngs einer
beliebigen Kurve von A nach B bendétigt; die Herleitung der Differentialglei-
chung wire dann eine leichte Folgerung der Methode von Lagrange. Kurven,
die nur wenig von der Losung abweichen, werden Variationen genannt, und
daher bekam das Gebiet seinen Namen. FEuler sprach in dem ersten Lehrbuch
noch von der ,Methode, gekriimmte Linien zu finden, die sich der Eigenschaft
eines Maximums oder Minimums erfreuen“; er griff die Idee von Lagrange so-
fort auf und verhalf ihr zum Durchbruch.

Zum Schlufl méchte ich nochmals auf den Beitrag Newtons von 1687 zuriick-
kommen: ist 1687 schon die Variationsrechnung entstanden? Wir haben gese-
hen, daf} er seine Losung anonym mitgeteilt hat, und von seinem Biographen
John Flamsteed nach den Griinden befragt, antwortete er:

I do not love ... To be dunned
and teezed by forreigners about
Mathematical things.

Wenn wir die Beitrdge Newtons zum Korper kleinsten Widerstands und von
Johann Bernoulli zur Brachistochrone vergleichen, dann zeigen sich folgende
Unterschiede:

(i) Bernoulli gibt fiir die Differentialgleichung eine interessante Herleitung an,
die Vorbild wird fiir das Vorgehen bei verwandten Problemen. Bei Newton hin-
gegen finden wir nur die Differentialgleichung, aber nicht einmal einen Hinweis,
wie er sie hergeleitet hat. Und nur von Huygens wissen wir, dafl er die Argu-
mente liefern konnte.
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(ii) Die Differentialgleichung fiir die Brachistochrone konnte explizit gelost
werden, wohingegen bei der Gleichung fiir den Korper kleinsten Widerstands
keine Losung bekannt ist.

Damit hat Bernoulli das von ihm vorgestellte Problem vollsténdig geldst, und
das auf eine Weise, die andere Mathematiker angeregt hat, dhnliche Fragestel-
lungen in Angriff zu nehmen. Newtons Problem war viel schwieriger, und daf3
er die zugehorige Differentialgleichung gefunden hat, kénnen wir nur bewun-
dern — die neue Disziplin ,,Variationsrechnung“ hat er damit allerdings nicht
auf den Weg gebracht.

Ahnlich geht Newton auch bei seiner Behandlung der Brachistochrone vor.
Weder gibt er die Differentialgleichung (4) an, noch begriindet er, dafi die
Rollkurve eine Losung ist. Sein Beitrag besteht darin, dafl er angibt, wie man
den Radius des Kreises bestimmt, so daf3 die zugehorige Rollkurve, wenn sie in
A beginnt, durch den Punkt B geht. Jeder, der sich damit auskennt, aus einer
Familie von Funktionen durch Randbedingungen eine spezielle auszusuchen,
erwartet, daf§ hier die Familie an einer Stelle ausgewertet wird. Newton sieht
das geometrische Objekt und schliefit mit dem Strahlensatz auf die passende
Kurve. So besteht sein ganzer Beitrag aus diesem Schluf}, der keine zwei Zeilen
umfaft.

David Gregory, Professor fiir Astronomie in Oxford, konnte offensichtlich die
bei Newton fehlenden Argumente nicht finden und bat daher Newton um
Erlauterungen. Sie waren sehr ausfiihrlich, wie wir aus dem Memorandum
wissen, das Gregory verfasste. Offensichtlich war Newton dieser Schotte nicht
lastig, wenn es um mathematische Dinge ging.

Abschlielen méchte ich den Vortrag mit einem Bild von Newton:
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Er ist iiber 80 Jahre alt, und wir sehen, dafl das Licht nicht nur auf ihn, son-
dern auch auf den Globus im Hintergrund und das Buch vor ihm fillt. Es
handelt sich um die 3. Auflage der Principia, aufgeschlagen auf den Seiten
204-205. Dort beweist Newton, das das Gravitationspotential einer Kugel mit
konstanter Massendichte gleich dem Potential eines Punktes ist, der dieselbe
Masse wie die Kugel hat. Damit rechtfertigt er, dafl in der Mechanik die Him-
melskorper als Punkte betrachtet werden kénnen. Der Beweis ist alles andere
als einfach, da es um ein mehrdimensionales Integral geht. Offensichtlich war
Newton dieses beeindruckende Resultat immer noch so wichtig, dafl es auf ei-
nem der letzten Gemélde, die es von ihm gibt, dargestellt wurde. Wir kénnen
sicher sein, daf} seine Begeisterung fiir die Wissenschaft immer noch sehr grof3
ist.

Sie, die Absolventen, haben das Studium der Mathematik begonnen, weil ITh-
nen dieses Fach auf der Schule viel Freude gemacht hat, und ich hoffe, durch
das Studium wurde diese Freude noch grofler. Auf Thren Abschlufl, den wir
heute feiern, kénnen Sie sehr stolz sein, und ich wiinsche Thnen, daf§ Sie in Ih-
rem Beruf mit Begeisterung arbeiten werden und auch an den anderen Dingen,
die Sie unternehmen, viel Freude haben werden.
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