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1 Einleitung

In dieser Arbeit wird mit Hilfe der zweiten Gebietsvariation die Eindeutigkeit der
Rayleigh’schen Vermutung fiir die gebeulte Platte in zwei Dimensionen bewiesen. Diese
auf den englischen Physiker Lord John W. Rayleigh zuriickgehende Vermutung lautet
(siehe z. B. [6], S. 382):

Unter allen Platten von gegebenem Flécheninhalt und konstanter
Dichte und Elastizitét besitzt eine kreisformige Platte die tiefsten
Grundfrequenz.

Ernst Mohr bewies die Eindeutigkeit dieser Vermutung fiir eine eingeklemmte Platte in
zwei Dimensionen (siehe []). Der folgende Beweis fiir eine gebeulte Platte, d.h. einer
eingeklemmten Platte auf die eine seitliche Kraft wirkt, orientiert sich an dieser Arbeit
von Mohr.

1.1 Das mathematische Modell

Um die Eindeutigkeit der Rayleigh’schen Vermutung zu zeigen, muss die Existenz einer
tiefsten Grundfrequenz und einer Platte, die diese tiefste Grundfrequenz besitzt, ange-
nommen werden. In der mathematischen Modellierung wird die optimale Platte durch
ein Gebiet  in R? reprisentiert. Fiir dieses optimale Gebiet € und seinen Rand 052
werden die folgenden Annahmen getroffen: das Gebiet 2 sei beschrinkt und der Rand
0} sei analytisch. Zudem habe der Rand 02 endliches eindimensionales Lebesgue-Maf.
Die Grundfrequenz des optimalen Gebiets wird mit A = A(Q) bezeichnet und erfiillt
A > 0. Der Zusammenhang zwischen dem Gebiet {2 und seiner Grundfrequenz A ist iiber
die Minimierung des folgenden Rayleigh-Quotienten gegeben.

Av)?d
A(2) = min fg(ivlw: min  R(v).
el (@) fo |Vl dz  veri(o)
v#£0 v#£0



Die Grundschwingung u der optimalen Platte ist ein Minimierer des Funktionals R, d. h.
die Grundschwingung u erfiillt

A 2d A 2d
(1) AQ) = R(u) = fﬂ(iulx —  min fﬂ(i"”)zx
Jo IVul” dz veHig(Q) Jo |Wo|” dx
v

Die Euler-Lagrange-Gleichungen, die u als Minimierer des Funktionals R erfiillt, lauten

A2y +XAu=01in Q
(2) {

=0, Vu=0 in 09

Die Grundfrequenz A ist der erste Eigenwert des Eigenwertproblems , die Grund-
schwingung w ist die dazugehorige erste Eigenfunktion. Im Folgenden wird u stets durch
Jo |Vu|? dz = 1 normiert sein.

1.2 Der Rand des optimalen Gebiets

Die Funktion v € C*(I,R?) sei die Bogenlingenparametrisierung des Randes 092, d. h.
es gilt |[¥(s)| = 1 fiir alle s € I. Dabei ist I ein Intervall in R. Dann ist die duflere Normale
v(s) an 9 im Punkt v(s) gegeben durch

3) U(s) = (COSO‘(S)> .

sin a(s)

Der Winkel afs) ist a(s) = =75 4 3(s), wobei §(s) € [0,27) der Winkel der Tangente an
0 im Punkt y(s) und der positiven z-Richtung ist (siehe dazu z.B. [§], S.19).

Die Kriimmung «(s) des Randes 9f2 ist dann gegeben durch x(s) = a(s) (vgl. [1], S. 30).
Betrachtungen in der Ndhe des Randes 02 werden im Verlauf dieser Arbeit in Fermi-
Koordinaten (siehe z. B. [4], Kapitel 4.6) gemacht. In diesen speziellen Koordinaten gilt

fir v € C%(Q) in N
(4) Av = 020 + Kk dyv + 02v,

wobei 9, die Ableitung in Normalenrichtung und 9; die Ableitung in tangentialer Rich-
tung bezeichnet. Ist v € C3(), dann gilt in 99 auBerdem

(5) K (81,1))2 = Uy OsUy — Uy Oy und

(6) v =0,Av— Kk Av.

Fiir die Normalenableitungen der partiellen Ableitungen der Grundschwingung u gilt
aufgrund der speziellen Gestalt des Normalenvektors nach

(7) Oyug, = Au cosa(s) und 0Oyug, = Au sina(s).



1.3 Funktionale

In Weiteren werden die folgenden quadratischen Funktionale auf H%?({2) benutzt. Fiir
v € H?2(Q) sei

(i) D(v) ::/QVU|2dx (i1) H(v) ::/QUde
(iii) P(v) = / (Au)2da (iv) J(v) = /Q D% dx

Q

(v) d(u) = /8 (@wpas

2 Die erste Gebietsvariation

2.1 Eigenschaften der Grundschwingung

Durch Variation des Gebiets €2 werden zunéchst Figenschaften der Grundschwingung u
gezeigt. Der Fldcheninhalt des variierten Gebiets soll dabei mit dem Flécheninhalt des
optimalen Gebiets (2 iibereinstimmen. Solche flichentreuen Variationen werden in der
folgenden Definition eingefiihrt.

(2.1) Definition. Sei ¢ # 0 und 7, € C°(R? R?). Die Funktion ®. : Q — R? mit
O, (z) :== x + p(z, e) heiit Variation des Gebiets 2. Dabei ist
g2 9
) = () + 5 (@) + o)
®. heifit flichentreue Variation, falls fiir den Flicheninhalt des Gebiets €. := ®.(Q) gilt

[Q:] = 19/ + o(e?).

(2.2) Bemerkung. Um die Flichentreue zu sichern werden im Folgenden ausschlieflich
Variationen der Form ®. wie in Defintion mit den zusdtzlichen Eigenschaften

n=Vv und (=Wv indf

fiir ein V- und ein W in C°(I1,R) mit
/Vds =0 und W = —rV?
I

betrachtet. Dabei ist k die Kriimmung von Of).

Der Eigenwert A des Eigenwertproblems l&sst sich iiber ein Randintegral darstellen
(vgl. [7]). Um dies zu zeigen wird die minimierende Eigenschaft der Grundschwingung u
flir ausgenutzt.



(2.3) Satz. Der Figenwert A\ von Problem (@ kann iber das Randintegral

)\:1/ (Au)?z.vdS
2 Joo

beschrieben werden. Dabei ist u eine normierte Losung von (@

FEine weitere Randbedingung an die Grundschwingung u erhélt man aus der Optimalitét
des Gebiets €.

2.4) Satz. Fir eine Ldosung u von (1)) mit Vul? dz = 1 gilt
( 9 g
Q

Au=c>0 1in 0.

Beweis. Das Gebiet Q. sei aus € durch eine Gebietsvariation nach (2.2)) entstanden.
Definiert man wu. := uo ®-!, dann gilt aufgrund der minimierenden Eigenschaft von u
und der Optimalitdt von 2

L da@wrde o (Mo fo, (Auc)*dy
Jo IVul? de ~ vemi? o) Jo|Vol?de T fo |Vul?dy
v#£0

Mittels Transformation des Integrationsgebiets und partieller Integration erhélt man aus
dieser Ungleichung

0< —¢ / (Au)?n.vdS + o(e).
oN

Da das Vorzeichen von ¢ frei wihlbar ist, muss

/ (Au)*n.vdS =0
o0

gelten. Mit Hilfe des Fundamentallemmas der Variationsrechnung folgt daraus
(Au)? = ¢? fiir ein ¢ € R. Nach Satz (2.3) gilt dann fiir den Eigenwert A

1
(8) A= 02/ zvdS =c Q).
2 Jaa
Damit muss ¢ # 0 gelten und somit Au = ¢ # 0 in 02 sein. O

Es ist also Au = const. in 02 fiir jede normierte Eigenfunktion u von Problem
zum Eigenwert A. Insbesondere ist nach diese Konstante durch A und || bis auf
das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Daraus schlieft man, dass es nur eine normierte
Grundschwingung geben kann.

(2.5) Korollar. Der Eigenwert A von Problem (@ ist einfach, d. h. jede Lésung v des
Problems (@ ist von der Form v = au mit a € R.



Beweis. Der Beweis erfolgt indirekt. Angenommen, es existiert neben u eine weitere
normierte Eigenfunktion % zum Eigenwert A mit At = Au = ¢ in 9. Dann ist auch

U .= % (u — 4) eine normierte Eigenfunktion. Im Widerspruch zu Satz {i gilt jedoch
AU = 0 in 09. O

Ab nun sei mit u immer die (bis auf das Vorzeichen eindeutige) normierte Eigenfunktion
des Problems zum Eigenwert A bezeichnet. Um spétere Rechnungen zu vereinfachen
ist es giinstig, 2 und u so zu skalieren, dass Au = 1 in 9f) gilt. Dies kann man durch
eine affine Dehnung des Gebiets {2 und Multiplikation von u mit einem passenden Faktor
erreichen. Daher gelte im Folgenden stets Au = 1 in 0.

2.2 Notwendige Bedingungen fiir die Grundschwingung des gestorten
optimalen Gebiets

Man betrachtet nun eine Familie (£2.)e, |e| < ¢, die flichengleich zum optimalen Gebiet
Q ist, d. h. nach Definition Q| = |Q| + o(£2?) fiir alle || < go. Fiir ¢ = 0 sei Qo = Q
und fiir € # 0 sei Q. von der Form Q. = {y = = + pu(z,¢);x € Q}, wobei pu(z,e) durch
Definition gegeben ist. Man beachte, dass nach Bemerkung fiir ein z € OS2
gilt

pe(xz,e) =V mit /VdS—O
I
und pee(z,e) =Wy mit W=—x V2.

Auf den Gebieten ). wird nun die Eigenwertaufgabe betrachtet. Die jeweiligen nor-
mierten Eigenfunktionen seien mit u(-; ) bezeichnet. Sie erfiillen u = u(; 5)‘520 und

9) u(-;e) =0 und Vu(;e) =0 in 09,
Es gibt also Eigenwerte A(£2;) > 0 und Funktionen u(-;¢) mit an |Vu(y; )* dy = 1, so
dass gilt

(10)

Au(5e) + M) Au(e) =0 in
u(;e) =0, Vu(se) =0 in 09,

Fasst man die Eigenwerte A\(€:) = A(¢) als Funktion in ¢ auf und setzt A(2) als A(0),
dann gilt das folgende Lemma.

(2.6) Lemma. Mit den obigen Bezeichnungen ist

(1) A(0) = <j€>\(e)> =0
und

. 2
(12) 3(0) = <;€2)\(5)> =0




Mithilfe der Funktionen u (-; &) werden die erste und zweite Variation der Grundschwin-
gung u definiert. Die partiellen Ableitungen von u(-;e) nach € werden im Folgenden mit
ue(+; €) bezeichnet.

(2.7) Definition. Fiir z € Q ist w(z) := uc(z + p(x,€);¢) |c=¢ die erste Variation von
u. Analog definiert man die zweite Variation von u als ¢(x) := ue.(x + p(x,€) ;) |-=0-

Der néchste Satz zeigt, dass die erste Variation w von u in 9€) verschwindet.

(2.8) Satz. Die erste Variation w der Grundschwingung u verschwindet auf dem Rand,
d. h. es gilt w =0 in 0.

Beweis. Man entwickelt zunéichst u(y;e) um y = z und dann um ¢ = 0. Beachtet man,
dass die Ableitungen 9,,u(y;€) fiir e = 0 den Ableitungen 0,,u(z) entsprechen, so erhélt
man

u(z + p(z,e);e) = u(x) + e(w(x) + n(z).Vu(z)) + o(e).
Fiir z € 9Q gilt dann nach () 0 = s w(z). O

Finige weitere Eigenschaften der Variationen w und v zeigen die folgenden Lemmata,
die durch Nachrechnen zu beweisen sind.

(2.9) Lemma. In ) gilt
i) Nw +A0)Aw =0
i) A%p 4+ X(0) Au+ A(0) Ay =0

(2.10) Lemma. Fir die Grundschwingung u und ihre erste Variation w gilt

/ Vu.Vwdx = 0.
Q

(2.11) Lemma. Fir die erste Variation w und die zweite Variation ¢ der Grundschwin-
gung u gelten die folgenden Identititen

i) AwaywdS—/ (Aw)? dz — \(0) /dea:
[2/9] Q Q

i) 3(0) = /dQ Boib — o 0, AudS



Der Eigenwert A(¢) von Problem lasst sich analog zu Satz (2.3 durch ein Rand-
integral darstellen. In diesem Fall gilt

(13) N =5 [ (Bulyse)? i),

wobei v, die duflere Normale an 0€). ist.

Um im néichsten Abschnitt ein Funktional herleiten zu konnen, dass die zweite Ge-
bietsvariation des optimalen Gebiets beschreibt, muss der Zusammenhang zwischen der
Variaiton ¢ sowie den Normalenableitungne d,w und 9,¢ und der Darstellung des Ge-
biets Q. durch p(z,e) = en(x) + %C(m) + o(£2) untersucht werden. Der nichste Satz
liefert dies.

(2.12) Satz. Auf 0 gilt
i) = (nv)?=V?
i) Opw = —nv=-V
iii) Oy = — (.v)2 0, Au — 2n.vAw = —V29,Au — 2V Aw

Beweis. Zum Beweis von i) betrachtet man die zweite Totalableitung von wu(y;e) nach
€. Aufgrund der Randbedingungen @D gilt

d? .
0= d—62U(y; €) = Uz, O:y1 + Ue,, Ocya + Uec(y;€)  in OQk.

Beachtet man, dass nach @ auch die Totalableitungen nach ¢ von wu,, auf 9€). ver-
schwinden, dann erhilt man fiir e = 0 auf 92

Y =n.D*un = (nv)=V>

Um die Teile ii) und iii) zu beweisen, entwickelt man u(x+p(z, €); €) bis einschliefllich der
dritten Ordnung um y = z und anschlielend um € = 0. So erhilt man eine Darstellung
von u(x + u(x,e);¢e), die nur noch von z abhéngt. Diese Darstellung differenziert man
nach x; und multilpliziert mit v;. Anschlieend summiert man iiber 7 und erhélt so die
Behauptung. Man beachte dabei, dass Vu(x + pu(x,); ) auf 0§, verschwindet. O

Die Kenntnis von d,w in 02 ermdglicht es, noch eine weitere Figenschaft der Variation
w herzuleiten.

(2.13) Folgerung. Fir die erste Variation w der Grundschwingung u gilt

/ [Aw — dyw 0, Au| z.vdS = 0.
o0



Beweis. Auch hier wird der Beweis mittels Taylorentwicklungen gefiihrt. Entwickelt man
(Au(z 4 p(z,€);€))? um e = 0, so erhilt man

(Au(z + p(z,e) ;€)= (Au)® + 2¢ Au [.VOFu + n.V3u + Aw| + o(e).
Nach Bemerkung ist in 02 n = Vv, also gilt
(Au(z 4 p(z,e);e))? = (Au)? + 2e[VD,0%u + VD,03u + Aw] + o(e)
Mit Satz ist dies
(Au(z + p(x,€);¢))? = (Au)? + 2e[Aw — d,wd,u] + o(e)
Mit Formel ist dann

Ae) = ;/895 (Au(y; €))?y.ve dS:

= |Q| + 25/ [Aw — Oyw Oy, Aulz.v dS + o(e).
[2}9]

Differenziert man dies nach e und setzt € = 0, so verschwindet nach die linke Seite.
Somit ist

0= / [Aw — Oyw O, Au]z.v dS.
oN

2.3 Das Funktional F

Mit den Ergebnissen aus Abschnitt wird nun ein Funktional E hergeleitet, das an-
gewendet auf die erste Variation w der Grundschwingung v die zweite Gebietsvariation
des optimalen Gebiets beschreibt.

(2.14) Satz. Die zweite Variation von A = X\(0) erfillt

A0)

(14) :/ (Aw)2d:v—/\/ w%zx—/ (Byw)? 8, AudS.
2 Q Q o0

Beweis. Setzt man in die Formel aus Satz (2.11))ii) die Erkenntnisse aus Satz (2.12]) ein,

so erhilt man

N0) = [ dwAw— (Ow)?d,AudS
a9
Mit Lemma (2.11))i) ist dies dquivalent zu

MO):/ (Aw)Qda:—/\/ Vw\de—/ (9yw)? 8, AudS.
2 0 Q o0



Die rechte Seite in wird mit F(w) bezeichnet. Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt
M3list also

Ew)=P(w)—AD(w) — /89 (Dyw)?0,AudsS.

(2.15) Bemerkung. Man beachte, dass w die erste Variation der Grundschwingung u
nach Definition ist. Fiir diese w gilt nach Formel E(w)>0.In Kapz'tel@ wird
E(w) fiir eine allgemeinere Klasse von Funktionen betrachtet.

(2.16) Bemerkung. Anders formuliert lautete die Aussage von Satz

1[d

— | == A (e

2 [d52 ( )}
wobei Q. = {z + en(z) + o(e);x € Q} ist. Diese Formulierung wird in Abschnitt
bendtigt.

= BE(ue(z +en(z) + o(e);)|._p);

e=0

Mittels partieller Integration und den Formeln und @ kann man eine alternative
Darstellung des Funktionals E erhalten. Diese Darstellung wird spétere Abschétzungen
vereinfachen.

(2.17) Korollar. Alternativ kann man E darstellen als

B(w) = J(w) — A D(w) — /d (@) 3fuds.

Da A(0) die zweite Gebietsvariation des optimalen Gebiets € ist, zeigt Satz (2.14), dass
die zweite Gebietsvariation lediglich von der ersten Variation der Grundschwingung u
abhéngt. Spater werden Funktionen w mit F(w) = 0 von Interesse sein (siehe Beginn
Kapitel . Der néchste Satz liefert drei erste Funktionen w, fiir die dies gilt.

(2.18) Satz. Fiir w = uy,, w = Uy, oder w = To Uy, — T1 Uy, ist E(w) = 0.

Bewets. Es reicht zu zeigen, dass ug,, Uz, und xau,, — 1 Uy, erste Variationen von u
aus Gebietsvariationen sind, die die Form von 9€) nicht verdndern. Denn da die Grund-
frequenz von der Gestalt des Randes abhingt, gilt dann A(¢) = A(0) und so A(0) = 0.
Solche Gebietsvariationen sind zum Beispiel infinitesimale Translationen von  in -
oder z9-Richtung oder eine infinitesimale Drehung von €2 um den Ursprung. Dem wiirden
die Variationen

1 0 X9
T T—¢€ , T T —¢ oder z—x—¢
0 1 —21

entsprechen. Bildet man unter diesen Gebietsvariationen die erste Variation von u, so
erhélt man w = uy,, W = Uy, bzwW. w = Ty Uy, — T Uy,. Fiir diese w gilt nach Satz (2.14))

E(w) =22 -y, O



(2.19) Bemerkung. Die partiellen Ableitungen der Grundschwingung u sind linear un-
abhdngig. Denn angenommen, es gibe ein a € R, a # 0, mit uy, = auy,. Dann wdre
auch Vuy, = aVug, und damit wdiren auch die Normalenableitungen Opuy, und Oyug,
linear abhdngig. Das kann aber nach @ nicht sein.

3 Die zweite Gebietsvariation

Um zu zeigen, dass das Gebiet mit der tiefsten Grundfrequenz eindeutig ist, muss nach
anderen Gebieten gesucht werden, die dieselbe Grundfrequenz wie das optimale Gebiet
besitzen. Analog zur Theorie der reellen Funktionen werden daher Funktionen v gesucht,
fiir die E(v) > 0 gilt. Dazu wird das Funktional E in einer Klasse Z von zuléssigen Funk-
tionen minimiert. Es wird sich dabei heraustellen, dass in der Klasse Z E(v) > 0 gilt. Da
die Existenz eines optimalen Gebiets vorausgesetzt ist, muss dann fiir Funktionen v, die
fiir Gebiete mit dem tiefsten Grundton stehen, F(v) = 0 gelten. Um auf die Eindeutig-
keit des optimalen Gebiets zu schliefen wird dann die Anzahl der linear unabhéingigen
Losungen von E(v) = 0 in Z untersucht. Die Anzahl dieser linear unabhéngigen Losun-
gen entspricht der Vielfachheit des Eigenwerts Null des Eigenwertproblems fiir die zweite
Gebietsvariation.

3.1 Die Funktionenklasse Z und Minimalfolgen zum Funktional E

Nach Bemerkung ([2.15)) gilt fiir alle ersten Variationen w der Grundschwingung u F(w) >
0. Die Funktionenklasse Z soll deswegen so konstruiert werden, dass diese ersten Varia-
tionen in Z enthalten sind. Daher werden die Eigenschaften der Funktionen w

w=01in 09, /3,,wd5’:0 und /Vu.desz
o Q

in die Klasse Z iibernommen. Da spéter die Anzahl der linear unabhéngigen Funktionen
w € Z mit E(w) = 0 von Interesse ist, schlieit man aus, dass w = 0 in Z liegt. Dazu
nimmt man die Bedingung

/ (Dyw)?dS > 0
0N

in Z auf. Dies schliefit d,w = 0 in 9 aus, was auf w = 0 in  fithren wiirde.

(3.1) Definition.

i) Mit Z wird die folgende Teilmenge von Hé 2(Q) N H22(Q) bezeichnet

Z={fe HP*QnNH**Q); [ 0,fdS = o,/

O,f)%dS > o,/ Vu.Vf dz =0},
o0 o0 Q

Dabei ist u € Hg 2(Q) die erste normierte Eigenfunktion von Problem .

10



ii) Streicht man aus Z die Bedingungen

/ (8,£)*dS >0 und/ Vu.Vf dx = 0,
oN Q

erhalt man die Klasse Z*.

Der néchste Satz liefert ein Hilfsmittel, das benutzt wird, um auf die Konvergenz einer
Minimalfolge {¢y, }, zum Funktional E zu schlielen. Dazu wird die folgende Bezeichnung
bendtigt.

(3.2) Bezeichnung. Seien f und v aus H>%(QQ), dann ist

E'(fjv:= (CZE(f+6v)>

e=0

Der folgende Satz ist [2], S. 486, entnommen. Dort wird er fiir allgemeine quadratische
Funktionale bewiesen.

(3.3) Satz. Sei R C Z eine Menge von Funktionen, so dass ming E > —oo ist, und sei
{fu}n eine Minimalfolge zum Funktional E in R, d. h. limy, o E(f,) = minger E(f) =

m > —oo. Dann gilt
n m~>oo

E(fn = fm) 0.

Minimiert man das Funktional £ in der Klasse Z mit Hilfe von Minimalfolgen {¢y,}, C
Z, so konnen prinzipiell die folgenden zwei Félle eintreten

= Joq (Dupn)?dS =370

n—o0

=[50 (Oven) )2dS /=0

Der Fall i) fithrt allerdings auf die unerwiinschte Nulllésung. Daher werden im Folgenden
nur Minimalfolgen {¢,}, C Z betrachtet, fiir die der Fall ii) gilt. Nun ist es moglich,
die Minimalfolgen in der Normierung

d(SOn) = /8(2 (aVSOn)2dS =1

zu betrachten. Die Minimierung des Funktionals E ist daher von nun an dquivalent mit
der folgenden Minimierungsaufgabe

Av)2dz — X [ |Vo|? do — 0,v)28, Au dS
(15) min E() = min fQ (Av)°dz fQ |Vo|” dae faﬂ (Oyv) v =p.
veZ d(v) weZ S50 (Byv)2dS

11



Nimmt man zusétzlich an, dass gilt

(16) mz'gnE > —oo und D(yp,) = / |Vipn|? da < C fiir alle n € N,
Q
dann existiert eine Grenzfunktion ¢ der Folge {¢,}, in Hé 2(Q) N H22(Q).

(3.4) Satz. Sei {¢n}n eine Minimalfolge zu E in Z mit d(ypy) =1 fir alle n € N und
es gelten die zusdtzlichen Voraussetzungen . Dann gibt es ein ¢ € H3’2(Q) NH*2(Q)

mit i [lgn — ¢l g220) = 0.

Beweis. Da nach Voraussetzung FE(vy), D(¢y,) und d(p,) beschrinkt sind, ist auch
J () beschrinkt. Damit ist die Folge {Vioy, },, in H12(Q) beschrinkt und es gibt eine
Teilfolge {Vipy, }n, die in L?(2) konvergiert. Damit konvergieren auch D (¢, —@m), J (on —
©m) und H(on — @) fir myn — oo gegen Null. {¢, }, ist damit eine Cauchy-Folge in
H>2(Q) und Hy?(9). Es gibt also ein ¢ € Hy*(Q) N H>2(Q) mit [ — @l 220y, O

(3.5) Bemerkung. Satz gilt micht nur fir Minimalfolgen, sondern auch fir nor-
mierte Folgen {fn}n € Z, fir die E(f,) beschrdnkt ist, denn im Beweis dieses Satzes
wird nur die Beschrinktheit der Folge {E(fn)}n bendtigt.

Wie das nichste Lemma zeigt, liegt die Grenzfunktion aus Satz (3.4]) wieder in Z.

(3.6) Lemma. FEs gelten die Voraussetzungen zu Satz . Dann ist die Grenzfunktion
@ € Z und erfillt HayapH%Q(aﬂ) =d(¢) =1.

Beweis. Es werden die drei Eigenschaften

a)/Vu.Vgodsz, b)/ OypdS =0 und c) d(cp):/ (8,0)%dS =1
Q o0N o0N

durch Nachrechnen gezeigt. O

Der néchste Satz zeigt, dass die Grenzfunktion ¢ aus Satz (3.4) ein Minimierer des
Funktionals F ist.

(3.7) Satz. Sei {pn}n C Z eine Minimalfolge zum Funktional E mit d(vy) =1 fir alle
n € N und es gelten die Annahmen . Dann gilt fir die nach Satz ezistierende
Grenzfunktion ¢ € HS’Q(Q) N H?%(Q)

lim E(en) = E(g).

n—oo
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Beweis. Da nach Voraussetzung ¢ der H??(Q2)-Grenzwert der Folge {©,}, ist, folgt

sofort
n—oo

D(¢n) o D(p) und J(pn) — J(v).

Es muss also gezeigt werden, dass auch der dritte Summand von E(p,) gegen den dritten
Summanden von F(y) konvergiert. Es gilt

‘ / (8yn)* O dS — / (aM)?aﬁuds‘
o0 o0

< max ‘8§u| / ‘(&,gon)2 — (Opp — Opion + al,gon)z‘ dsS
oN 90
< 3 Au| d(pn —
< max |0ul d(pn — )
wobei die rechte Seite gegen Null konvergiert. Damit ist lim,,_, E(¢n) = E(p). O

(3.8) Bemerkung. Da H?*?%(Q) kompakt in C%*(Q) eingebettet ist fir 0 < a < 1, ist
die Konvergenz der Minimalfolge {pn}n gegen den Minimierer ¢ gleichmdfSig.

3.2 Die Eigenwertaufgabe fiir die zweite Gebietsvariation

Da nun bekannt ist, in welchem Sinn eine Minimalfolge zum Funktional E konvergiert,
kann die Aufgabe gelost werden. Sei also {py, }, eine Folge in Z mit d(¢,) = 1 fir
alle n € N, so dass

gilt. Um die Sdtze aus Abschnitt anwenden zu kénnen, miissen zunéchst die dort
zusétzlich getroffenen Annahmen gerechtfertigt werden.

E
(3.9) Satz. Das Infimum p des Quotienten d((v))
v
Beweis. Der Beweis wird indirekt gefiithrt. Sei {¢,, },, C Z eine Minimalfolge mit d(py,) =
1 fiir alle n € N. Angenommen, es ist infz £ = —oo. Dann muss D(¢y,) fiir eine Teilfolge
der {¢n}n gegen oo konvergieren. Um eine Folge zu erhalten, fiir die F gegen einen
endlichen Wert konvergiert, definiert man

iber alle v € Z st endlich.

Pn

o D)

Fiir E(¢},) gilt dann E(¢}) > —X —maxaq |9pu| = C. Auf der Menge M = {¢}:n € N}
ist {¢}}n eine Minimalfolge zum Funktional E. Satz (3.3)), angewendet auf der Menge
M, liefert dann E(¢}, —¢5,) — 0. Analog zu Satz existiert somit ein ¢* € Hy™(€2)N
H?2(Q) mit ¢ — ¢* in H>%(Q). Zudem gilt lim,, o, F(¢}) = E(p*). Es muss weiterhin
E(¢*) < 0 gelten. Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalitidt des Eigenwerts A. O

fiir alle n € N.
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(3.10) Korollar. Sei {¢xn}n C Z eine Minimalfolge zum Funktional E mit d(p,) = 1
fiir alle n € N. Dann g¢ibt es ein C1 > 0, so dass fiir alle n € N gilt

D(‘Pn) = HVSDnH%;(Q) < (.

Beweis. Man nimmt an, es gilt lim,_,o D(¢,) = oo fiir eine Teilfolge der ¢,, und fiihrt
diese Annahme analog zum Beweis von Satz (3.9) zum Widerspruch. O

Damit sind die Annahmen fiir Minimalfolgen mit d(¢,) = 1 gerechtfertigt und
man kann losen. Sei dazu {p,}, eine Minimalfolge zu % in Z mit d(e,) =1
fiir alle n € N. Dann ist nach Korollar D(¢,) < C fiir alle n € N und nach
Satz ist lim, 00 E(pn) > —o00. Der Satz liefert somit eine Grenzfunktion
o € Hy*(Q) N H*?(Q2) mit d(¢) = 1, die nach Lemma ein Element aus Z ist.
AuBlerdem liefert Satz ({3.7))

Dies liefert die folgenden Euler-Lagrange-Gleichungen.

(3.11) Lemma. Die Euler-Lagrange-Gleichungen zum Variationsproblem (@) lauten

Np +AAp=0 inQ
(18) Ap — 0y 0yAu—pdyp = in 0N
p=0 in OS2

Dabei ist B eine Konstante.

(3.12) Folgerung. Sei ¢ ein Minimierer gemdfs , dann gilt fir alle ¢ € Z*

E'(p)9 = 0.
Der néchste Satz zeigt, dass das Minimum p in Null ist.

E(v)
d(v)

Beweis. Sei ¢ ein Minimierer gemé$ (17)). Da ¢ € Z ist, gilt fir V(s) := —due(v(s))
J;Vds = 0. Man wiéhlt nun g in Definition so, dass in 0Q pu = eV v+ oe)
ist, und fithrt mit diesem p eine Gebietsvariation nach durch. Die durch diese
Gebietsvariation erhaltene erste Variation w von w ist ein Element aus Z. Da w durch
V eindeutig bestimmt wird, ist w = ¢. Damit gilt insbesondere nach Bemerkung
E(¢) > 0. Nach Satz ist mit u,, bereits ein Element aus Z mit E(ug,) = 0
bekannt. Also muss p = E(y) = 0 aufgrund der Minimalitit von E(p) gelten. O

tber alle v € Z ist Null.

(3.13) Satz. Das Minimum p von

14



Mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen wird der folgende elliptische Operator
definiert.

(3.14) Definition. Der elliptische Operator L : Z — L?*(Q) x L?(0Q) x L?(09Q) ist
geben durch
Lo = (Mg + X, ¢, Ap =00 dyAu—pdy,yp).

Nach Satz (3.13]) ist der erste Eigenwert p; des Operators L Null. Der Minimierer ¢ aus
(17) ist die zugehorige erste Eigenfunktion.

3.3 Eigenschaften der Eigenfunktionen des Operators L

In diesem Abschnitt werden die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Operators L un-
tersucht. Fiir den ersten Eigenwert p; gilt nach Abschnitt [3.2] p; = 0. Die erste Eigen-
funktion ¢ ist der Minimierer aus . Die hoheren Eigenwerte p; und die entsprechen-
den Eigenfunktionen ¢; erhélt man, indem man der Minimierungsaufgabe weitere
Nebenbedingungen hinzufiigt. Wie diese Nebenbedingungen lauten miissen, zeigt das
néchste Lemma.

(3.15) Lemma. Seien ¢ und ¢; Eigenfunktionen des Operators L zu verschiedenen
Eigenwerten py, bzw. p;. Dann gilt

d(pk, 1) = / Oy 1 Oy dS = 0.
a0

Beweis. Seien ¢y, ¢ € Z Eigenfunktionen des Operators L zu den Eigenwerten py bzw.
p1- Es gelte pr, # p;. Man stellt Null dar als

0= )\[/QV(,D]C.V(,DI dx/Qchk.chl dz:]

und erhélt die Behauptung mittels partieller Integration und den Eigenschaften der
Eigenfunktionen ¢y und ¢;. O

Der i-te Eigenwert p; des Operators L ist damit

_ E(v) _ E(si)
(19) pi = min = <.
g;% d(v) d(p;)

d(v,pr)=0

Die i-te Eigenfunktion ist der Minimierer ¢; aus . Man erhélt ¢; durch analoge
Betrachtungen wie in Abschnitt Weiterhin gilt p; < p;t1, da der hohere Eigenwert
das Minimum des Funktionals % iiber einer kleineren Menge von Funktionen ist. Damit
erhélt man ein Spektrum

(20) O=p1<p2<p3s<...
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von Eigenwerten mit den zugehorigen Eigenfunktionen ;. Mit den gleichen Uberlegun-
gen, die zu Satz (3.11)) bzw. Folgerung (3.12)) gefiihrt haben, erkennt man die folgenden
Eigenschaften der Eigenfunktionen ;.

(3.16) Satz. Fir die Figenfunktionen v;, i > 1, des Operators L zum jeweiligen
Eigenwert p; gilt

i)
Np; +AAp; =0 inQ

(21) Ap; — Oy O, Au — p; Oy,; = const. =: 5;  in 9N
Vi = 0 n OQ

i) d(pi, ;) = dij und E(pi, @;) = bij pi
i11) fQ Vu.Vp;der =0 und fasz Opp; dS =0

Der néchste Satz zeigt, dass die Vielfachheit des FEigenwerts Null des Operators L min-
destens zweifach ist.

(3.17) Satz. Der zweite Eigenwert py des Operators L ist Null.

Beweis. Nach ist 0 = p1 < po. Da nach Satz (2.18|) E fiir die beiden, nach Bemer-
kung (2.19)), linear unabhéngigen Funktionen u,, und w,, verschwindet, muss der Ei-
genraum zum Eigenwert Null mindestens zweidimensional sein. Somit muss auch ps = 0
gelten. O

Um zu zeigen, dass die Vielfachheit des Eigenwerts Null endlich ist, wird eine Charak-
terisierung der Eigenfunktionen zum Eigenwert Null hergeleitet. Das folgende Lemma
wird dabei benotigt.

(3.18) Lemma. Sei ¢ eine Eigenfunktion zum FEigenwert p =0, dann gilt in 09
Ap — 0y d,Au =0

Beweis. Da p = 0 gilt, ist nach Satz (3.16) Ay — 0,0 0,Au = const. = f . Wie man im
Beweis zu Satz (3.13]) gesehen hat, ist ¢ die erste Variation von w unter einer Gebiets-
variation mit V(s) := —d,(y(s)). Somit gilt nach Folgerung (2.13])

0= / [Ap — Oyp O, Aulz.vdS = 8 zwvdS =235|Q|.
o0 o0

Das kann aber nur fiir 5 = 0 gelten. O
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Damit kann man die Eigenfunktionen des Operators L zum Eigenwert Null folgender-
maflen charakterisieren.

(3.19) Charakterisierung der Eigenfunktionen. Sei ¢ € Z. Dann ist ¢ genau dann
eine Figenwert des Operators L zum Figenwert Null, wenn ¢ im Kern des Operators T
liegt, wobei

T:Z — L*(Q) x L2(0Q) x L*(09Q), Ty := (A% 4+ XAp, ¢, Ap — 0,00, Au)

1st.

(3.20) Bemerkung. Als Lisung der Gleichungen ist ein Element aus Kern(T)
analytisch in Q und aufgrund der Analytizitit des Randes OS2 auch analytisch in §2.

Die Charakterisierung (3.19)) ermdglicht es zu zeigen, dass die Vielfachheit des Eigenwerts
Null des Operators L endlich ist.

(3.21) Satz. Der FEigenwert p = 0 des Operators L hat endliche Vielfachheit, d. h. es
st 2 < g < 0.

Beweis. Nach Satz (3.19) geniigt es zu zeigen, dass der Kern des Operators 7' end-
lichdimensional ist. 1" ist ein elliptischer Operator, dessen Kern nach dem Hauptsatz
iiber elliptische Operatoren (siche z.B. [9], Satz 13.1) endliche Dimension hat. Also ist
q < 0. O

Aus Lemma (3.18)) bzw. der sich daran anschlieBenden Charakterisierung (3.19)) ergeben
sich zwei weitere Eigenschaften der Elemente aus Kern(T"), die an spéterer Stelle noch
einmal wichtig werden. Der Beweis erfolgt durch partielle Integration.

(3.22) Lemma. Sei ¢ eine Figenfunktion des Operators L zum FEigenwert Null. Dann
gilt

i) Fiir alle 9 € Hy*(Q) N H22(Q) ist E' ()9 =0

it) BEs gilt fir alle 9 € Hy? () N H22(Q)

/ ©[A% + N AY] dx + / Dy [AY — 0,99, AuldS = 0
Q o0

Aus der Analytizitdt von 02 folgt noch eine weitere Eigenschaft fiir Funktionen aus
Kern(T").
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(3.23) Satz. Sei ¢ ein Element aus Kern(T') mit ¢ # 0. Dann ist die Normalenableitung
Ou auf keinem Teilbogen von 0$) konstant Null, d. h. 0, Z 0 fiir alle 3 C 0.

Beweis. Der Beweis erfolgt indirekt. Angenommen es gilt 0,0 = 0 in einem Teilstiick
> von 09. Spiegelt man ¢ gerade an dem Randstiick ¥, so erkennt man, dass 9%¢ auf
Y fiir alle k € Ny verschwindet. Entwickelt man ¢ um zy € ¥, dann verschwindet ¢ in
einer Umgebung von zy. Aufgrund der Analytizitdt muss also ¢ = 0 gelten. O

Aus diesem Satz kann man eine erste Aussage iiber die Gestalt von 92 folgern.

(3.24) Korollar. Der Rand des optimalen Gebiets Q2 enthdlt kein geradliniges Stiick,
d. h. auf keinem Teilstiick von 092 gilt K = 0.

Beweis. Der Beweis erfolgt indirekt. Angenommen 3 ist ein geradliniger Teilbogen von
0f). Ohne Einschrinkung kann man weiter annehmen, dass X parallel zur z1-Achse liegt.
Fiir die Eigenfunktion ¢ = u,, mit d,¢ = cos a (nach Bemerkung (7)) gilt auf ¥ 9,¢ = 0.
Das ist aber ein Widerspruch zu u,, # 0. O

3.4 Die Annahme ¢ =2

Der vorangegangene Abschnitt wurde bewiesen, dass die Vielfacheit ¢ des Eigenwerts
Null des Operators L 2 < ¢ < oo erfiillt. Dieser Abschnitt zeigt, dass unter der An-
nahme ¢ = 2 der Rand des optimalen Gebiets eine Kreislinie ist. Um den Beweis der
Eindeutigkeit der Rayleigh’schen Vermutung abzuschliefen, muss also noch gezeigt wer-
den, dass ¢ wirklich genau 2 ist. Dies geschieht mit Hilfe eines Widerspruchbeweises in
Kapitel [4

Das folgende Lemma ist entscheidend, um im Fall ¢ = 2 auf einen kreisférmigen Rand
zu schlieflen.

(3.25) Lemma. Sei Q C R? ein Gebiet und v € C?(I,R?) die Parametrisierung des
Randes. Gilt v(s).4(s) = 0 fiir alle s € I, dann ist v die Parametrisierung eines Kreises
um den Ursprung.

Beweis. Zu zeigen ist, dass |y (s)]*> = v (s) .y (s) fiir alle s € I konstant ist. Nach Vor-
aussetzung ist

L) A1) = 24(3) (s) = 0

fiir alle s € I. Also ist |y| konstant in I und « damit die Parametrisierung eines Kreises
um den Ursprung. O

(3.26) Satz. Hat der Figenwert Null des Operators L die Vielfachheit ¢ = 2, dann ist
der Rand 0X) eine Kreislinie.
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Beweis. Nach Satz sind ug,, Ug, und 3 Uy, — 1 Uz, Eigenfunktionen zum Eigen-
wert Null. Da nach Annahme Kern(7') zweidimensional ist und nach Bemerkung
Uy, und ug, linear unabhingig sind, kann man Kern(T') als span{u,,,u.,} auffassen.
Also gibt es a,b € R, so dass

T2 Ugy — T1 Ugy =buy, —aug,

(%) & (2 —b)ug, — (x1 —a)ugy, =0

in Q gilt. W&hlt man als neuen Ursprung des Koordinatensystems den Punkt (a,b),
dann hat ein Punkt (x1,x2) die neuen Koordinaten (Z1,Z2) = (x1 — a,x2 — b). Fiir die
Ableitungen nach x1 bzw. x9 gilt in den neuen Koordinaten

Ugy = axl.fl Uz, + 811@ Uzy = Uz,

und analog u;, = uz,. Damit ist (*) dquivalent zu ZFouz, — T1uz, = 0 in Q. In Q
verschwindet dann w := Zpuz, — &1 uz, und damit ist auch Vw = 0 in Q. Auch die
Normalenableitung 0,w verschwindet in 9€2. Das ist nach Satz (2.18]) und @ dquivalent

Al
—Z7 sina + I cosae =0 in 992
(22) & <”fl) . (_ Sma) =0 inoQ
T cosa
Dabei ist (Z1,Z2) = (Z1(s),Z2(s)) der Ortsvektor vom Ursprung des neuen Koordina-
tensystems zu einem Punkt in 09 und (— sina, cosar) ist der Tangentenvektor an diesen

Randpunkt. Der Ortsvektor jedes Punktes in 02 ist nach orthogonal zum entspre-
chenden Tangentialvektor. Damit ist 02 nach Lemma ([3.25) eine Kreislinie. O

Kann man also ausschliefen, dass ¢ > 3 ist, dann ist die Eindeutigkeit fiir die Ray-
leigh’sche Vermutung fiir die gebeulte Platte in zwei Dimensionen hiermit bewiesen.

4 Widerspruch zur Annahme ¢ > 3

Dieses Kapitel zeigt {iber einen Widerspruchsbeweis, dass die Vielfachheit des Eigen-
werts Null des Operators L genau zweifach ist. Dann ist der Beweis nach Abschnitt
vollstédndig. Es soll daher ab nun die Annahme ¢ > 3 gelten.

Ein wichtiges Hilfsmittel, um diese Annahme zu widerlegen, sind Gebietsvariationen, die
ein Teil des Randes nicht verdndern. Diese starren Gebietsvariationen werden in Ab-
schnitt definiert. Dort wird auch die neue Klasse von Funktionen Zs. eingefiihrt und
das Variationsproblem fiir )\(0) auf dieser Klasse betrachtet. Der Abschnitt beschéf-
tigt sich mit dem Minimum p(h) des Variationsproblems aus Es wird sich zeigen,
dass dieses Minimum gegen Null konvergiert, wenn die Linge des starren Randstiickes
gegen Null konvergiert. Das Verhalten der entsprechenden Eigenfunktionen ¢ wird in
Abschnitt untersucht. Mit Hilfe von Taylor-Entwicklungen von p(h) und ¢(h) stofit
man dann auf einen Widerspruch, womit die Annahme ¢ > 3 widerlegt ist.
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4.1 Starre Gebietsvariationen

(4.1) Definition. Sei ¥ ein Teilbogen von 02 und 7 € C*° (RQ,RQ), so dass fiir V €
C®(IL,R) mit H=VvindQ gilt V=0 inIy:={s e ;y(s) € T}.

Dann heifit die iiber die Variation ®.(z) = x + f(z,e) = z + eA(z) + o(e) definierte
Gebietsvariation eine in X starre Gebietsvariation.

Solche starren Gebietsvariationen sind lediglich ein spezieller Typ der schon betrachte-
ten Gebietsvariationen. Daher iibertragen sich alle Ergebnisse aus Kapitel [2] Allerdings
miissen auf dem starren Randstiick die Randwerte angepasste werden.

Sei zum Beispiel @ = u.(z + ﬂ(w,a);a)‘azo die erste Variation von u (vgl. Definition
(2.7)) unter einer starren Gebietsvariation. Es gilt dann

do=-V noQ\E und 8,& =0 inX.

Nimmt man die Bedingung 0, f = 0 in X in die Funktionenklasse Z auf, so erhélt man
die Klasse Zs..

(4.2) Definition. Sei ¥ ein Teilstiick des Randes 0f2. Dann ist
Zy={feZ 0,f=0inX}

eine von X abhéngige Unterklasse von Z.

Betrachtet man das Eigenwertproblem fiir )\(O) auf der Klasse Zy, so erhilt man das
folgende Minimierungsproblem

E(f)

(23) P T @,0)7ds

= ps.

Mit den gleichen Uberlegungen wie in Kapitel erhédlt man zu einer Minimalfolge
{¢n}n C 25 eine Grenzfunktion ¢y € Hé’2((2) N H?2(Q2). Weiterhin konvergiert 9,¢,,
in L2(09) gegen 0,¢x. Daher konvergiert 0,4, in L%(X) gegen 0,¢x und somit ist
Oypy, = 0 in X fast iiberall. Aus Stetigkeitsgriinden ist somit ¢x; ein Element aus Zy,.
Der Minimierer ¢y, erfiillt die Gleichungen (vgl. Satz (3.16))i))

Nps + AApy =0 in Q

oy =0 in 92
(24) I . T

Ay, — 0yP5, 0, Au — px Oy Py = By, in OQ\X

81/()272 =0 n X

Es soll nun untersucht werden, was geschieht, wenn die Lénge des starren Randstiicks X
gegen Null strebt. Um dazu ein passsendes Randstiick zu konstruieren, wird die folgende
Definition und das sich daran anschlieBende Lemma benotigt.
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(4.3) Definition. Sei ¢ € Kern(T).

i) Eine Nullstelle von 0, ¢ heiit ein Knoten von ¢.
Eine k-fache Nullstelle von d,¢ heifitt dementsprechend k-facher Knoten von ¢.

ii) Sei ¢; die i-te normierte Eigenfunktion des Operators L aus Definition ((3.14]),
1 <4 < g. Dann definiert man zu ; die Funktion v; : I — R iiber

vi(s) = =0upi(v(8)) = —Oupi()

(4.4) Lemma. Sei B C 909, so dass die Funktionen vy und vy aus Definition
linear unabhdngig sind. Auflerdem gelte cosa(s) # 0 und sina(s) # 0 fir alle
s€lIp={sel;v(s)€ B}. Dann gilt

v1(s) 02(8)>
det | . . 0 Vsel

ot o) inly ) #O Wee s
Beweis. Benutzt man in der auf 92 geltenen partielle Differentialgleichung

Ap; — Oy 0,Ap; =0 fiiri =1,2

die Darstellung des Laplace-Operators in Fermi-Koordinaten nach , so erhélt man eine
gewoOhnliche lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit stetigen Koeffizienten.
Dann folgt die Behauptung z. B. mit [3], S. 130. O

(4.5) Konstruktion von X,
1. Schritt: Wihle B C 0Q mit k # 0 in B
2. Schritt: Wihle einen Teilbogen B C B, so dass v; # 0 fiir alle i und alle
se€lg={sel;y(s) € B} gilt.

. ) v1(s0) v2(s0) ) ,
3. Schritt: Wihle sg € I3, so dass det | . . 0 gilt

° ( 01(s0)  02(s0) 704
4.8chritt: Sei h < %dist (Ig, 50). Dann definiert man das Randstiick ¥j, als
Xy = {’7(8) 18 €Iy = [So —h, so+ h]}

Der Mittelpunkt von Xy, ist xg := v(s0)-

Es werden ab nun die folgenden abkiirzenden Schreibweisen benutzt:
p(h) := ps,, &p= Pz, und Zj = Zy,.
Damit wird zZu

Npp +AAp, =0 in Q

o5) S =0 - moo
Agp — O0ppn Oy Au — p(h) Oypn = B in OQ\ Xy,
81/@!1 =0 n Xy
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4.2 Der Grenziibergang h — 0 fiir p(h)

Mit den soeben eingefiihrten Bezeichnungen gilt

win E®) _ @)
z, d(v) d(on)

Es wird nun gezeigt, dass das Minimum p(h) gegen Null konvergiert, wenn die Linge des
starren Randstiicks X, gegen Null strebt. Die Beschriinktheit der Folge {pp,}, > 0 nach
unten ist offensichtlich. Denn da Zj, eine Teilmenge von Z ist, stellt p(h) das Minimum
des Quotienten % in einer kleineren Klasse von Funktionen als der Klasse Z dar. Es gilt
also fiir alle h > 0

(26) 0=p<p(h).

Das niichste Lemma zeigt, dass die Folge {p(h)}, konvergent ist.

(4.6) Lemma. Der Eigenwert p(h) von Problem konvergiert fiir h — 0 gegen ein
P >0.

Beweis. Die Folge {p(h)}ns0 ist monoton fallend, da Z,, C Zp, fiir 0 < hy < hy. Nach
ist sie auflerdem nach unten durch Null beschrinkt. Damit existiert ein P > 0, so
dass limy, 0 p(h) = P gilt. O

Um zu zeigen, dass der Eigenwert p(h) fir h — 0 gegen Null konvergiert, wird eine
spezielle starre Gebietsvariation konstruiert. Dazu wird zunéchst eine Gebietsvariation
nach Bemerkung ([2.2)) benotigt. Sei & € Kern(7") von der Form

q
b = Z ¢; w; mit ¢; # 0 fiir mindestens drei verschiedene 3.
i=1

; ist dabei die i-te normierte Eigenfunktion des Operators L aus Definition . Es
sei auBerdem angenommen, das ® einen zweifachen Knoten in xy hat und d(®) = 1
gilt. Dann gibt es eine Folge {®}}, € Kern(T) mit 0, ®; (v(so = h)) = 0, die fiir h — 0
gleichméfig gegen ® konvergiert. Um eine Gebietsvariation nach Bemerkung zZu
erhalten, definiert man V;*(s) := —0,®;(v(s)) in I}, := [so — h,so + h] und setzt V;
auf ganz I so fort, dass limj,_,0 V}* = 0 gleichméBig in I und | ; Viids = 0 gilt. Mit
0y, € C° (]R2, ]R2), so dass n; auch in h stetig ist und V;* = n7.v in 082 erfiillt, fiihrt man
eine Gebietsvariation nach Definition durch. Man erhélt so das Gebiet

Qe,h) :={z+en;(x) +o(e);z € Q}.

Betrachtet man auf diesem Gebiet das Problem , dann h&ngt der erste Eigenwert
nicht mehr nur von ¢, sondern auch von h ab. Dies wird durch die Bezeichnung A(e, h)
verdeutlicht. Man erkennt auflerdem mit Hilfe von Bemerkung 1' dass 5\(0, h) in h
stetig ist. Mit Hilfe dieser Aussage wird das folgende Lemma bewiesen.
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(4.7) Lemma. Der erste Eigenwert A(e, h) von

Nu(y;e) — Me, h) u(y;e) =0 in (e, h)
u(y;e) =0, dyuly;e) =0 indQ(e, h)

erfillt limp_o A(0,h) = 0.
Beweis. Die Behauptung folgt aus einer Taylorentwicklungen von A(e, h) und der Kon-

struktion der Gebietsvariation. Entwickelt man A(e, h) um € = 0, dann erhélt man

52 .

Ae, k) = M0, h) + e A0, h) + - MO, ) + o(?).
Fiir ¢ = 0 findet keine Variation des Gebiets () statt, denn es ist (0, h) = 2. Daher ist
A(0,h) = A(Q2). Aus dem gleichen Grund ist A(0, h) = 0. Damit ist

2

Ae h) = A(Q) + % X0, h) + o(e2).

Da nach Konstruktion limy_,o V;' = 0 gilt, findet im Grenzwert h — 0 keine Variation
des Randes statt, d.h. limj,_,0 A(g, h) = A(Q) fiir alle €. Also ist

52..
Q) = lim Mg, h) = lim [ A(Q) + — A(0, R 3.
() = Jim A ) = iy (M@)+ 5 3(0.0) + o))
Damit gilt lim \(0, %) = 0. O
h—0

Mit Lemma (4.7) zeigt man, dass die erste Variation wy, := uc(x + £} (z) + o(€); )|

e=0
der Grundschwingung u in H*2(Q) gegen Null konvergiert.

(4.8) Satz. Ist wy, die aus der Variation x — x + enj + o(e) hervorgegangene erste
Variation von u, so gilt

;) lim F =0
1) lim E(wn)

i) wp 230 in H22(Q)
Beweis.

i) Nach Bemerkung {) ist E(wp) = %X(O,h). Dann folgt aus Lemma 1' dass
E(wp,) fiir h — 0 gegen Null konvergiert.

ii) Nach Satz (2.12) gilt d,w, = =V}’ in 0. Da nach Konstruktion V;* fir h — 0
gleichméBig gegen 0 konvergiert, gilt lim,, o d(wp) = 0. Wie im Beweis zu Satz

(13.9) zeigt man, dass D(wp) < Cy fiir ein C; > 0 gilt.Die Annahme wp, — @ in
H?2(Q) mit @ # 0 liefert dann einen Widerspruch zu d(wy,) — 0.
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Uber die Funktionen ®; und wy, wird nun eine in X starre Gebietsvariation definiert.
Dazu setzt man Vh := Oywp, — 0, P} und fithrt mit 7, € COO(RQ, RQ), so dass Vh = ).V in
0€) gilt, eine Gebietsvariation nach Definition durch. Diese Gebietsvariation ist auf
Y, starr. Das folgende Korollar zeigt Eigenschaften von @&y, := us(z 47, (x) +o(e); €)|€:0,
mit deren Hilfe man limy_,o p(h) = 0 zeigt.

(4.9) Korollar. Die erste Variation &y, der Grundschwingung u erfillt limy, o d(@p) = 1
und limp_,o E(&p) = 0.

Beweis. Nach Konstruktion der Gebietsvariation gilt in 092 0,wp, = V= 0,®; —Owp,.
Damit ist wj, = ®; — wy,. Das Funktional d(@) hat dann die Gestalt

d(n) = / (0,8)2dS —2 [ 0,7} d,ondS + / (D)2 dS.
o0 o0 o0

Damit gilt d(wy,) 29 1. Ferner gilt

E(@) = E(®} —wp) = E(®}) — E'(®})ws + E(wp). Da @} € Kern(T') und somit eine
Eigenfunktion des Operators L zum Eigenwert Null ist, gilt E(®}) = 0. Nach Lemma
3.22) verschwindet auch E'(®})wp, da @, € Z* ist. Somit ist also E(&p) = E(ws). Satz
4.8))i) liefert dann die Behauptung. O

Der néchste Satz zeigt, dass p(h) gegen Null konvergiert.
(4.10) Satz. Der erste Eigenwert p(h) des Eigenwertproblems konvergiert fir h —
0 gegen Null.

Beweis. Der Beweis wird indirekt gefithrt. Angenommen, es gilt limy,_,o p(h) = P > 0.
Dann folgt aus

die Ungleichung
E(@n)

d(wn)

Nach Lemma ( ist p(h) > P. Damit gilt

>ph) & Bon) = d(@n) p(h)

E(wn) > p(h) d(@n) = Pd(wp) > 0.

Die linke Seite dieser Ungleichung konvergiert nach Korollar (4.9)ii) fir A~ — 0 gegen
Null. Daher muss auch d(wyp) fiir h — 0 gegen Null konvergieren. Dies steht aber im
Widerspruch zu limy,_,o d(wp,) = 1 nach Korollar (4.9)i). Es muss damit limj_,o p(h) = 0
gelten. O
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4.3 Der Grenziibergang h — 0 fiir ¢y,

Nun wird der Grenziibergang h — 0 fiir ¢, betrachtet. Die Grenzfunktion ® dieser Folge
ist dabei ein Linearkombination aus mindestens drei verschiedenen Eigenfunktionen des
Operators L zum Eigenwert Null. Hier geht also die Annahme ¢ > 3 ein.

Mittels der Eigenfunktion ¢ und der Grenzfunktion ® wird eine Abschitzung fiir p(h)
hergeleitet, mit deren Hilfe p(h) = 0 fiir alle h > 0 gezeigt wird. Darin wird der ge-
wiinschte Widerspruch bestehen, da der letzte Satz dieses Abschnitts zeigen wird, dass
p(h) > 0 fiir alle A > 0 sein muss.

(4.11) Satz. Sei ¢y die erste normierte Eigenfunktion des Figenwertproblems .
Dann gibt es ein ® € Kern(T) mit

i) limy o pp = @ in H>2(Q)
it) ® hat einen zweifachen Knoten im Punkt xo = ~y(sg)

iii) ® ist eine Linearkombination aus mindestens drei verschiedenen normierten FEle-
menten aus Kern(T).

Beweis.

i) Nach Satz (4.10)) ist ¢y, eine normierte Minimalfolge zum Funktional E. Satz ((3.4])
liefert dann die Existenz einer Grenzfunktion ® € Z mit limy_,o @5, = ® in H>%(Q).

Da E(¢p) 22 0 gilt, ist ® € Kern(T).

ii) Da ® Grenzwert der Folge {¢,}1, ist, konvergiert 0,¢y, in L2(952) gegen 9,®. Auf-
grund der Analytizitdt von 0,¢p und 9,9 gilt daher limy,_,o 0, = 9, in ganz 2.
Insbesondere ist also 9, ®(xg) = 0. Da 9,9, = 0 in Xy, ist, gilt fiir alle h

0 = 050, pn(w0) = 7.V (1.Vdp(20)) = T.D*@p(0) 1.

Die Funktionen ¢;, und ® sind Losungen der Gleichung A%p + AAgp = 0 in €.
Da der Rand des Gebiets {2 analytisch ist, sind damit ¢; und ® mindestens in
H32%(Q). Dann konvergiert D?(;, in L?(09) gegen D?(®). Die Behauptung folgt
dann mit den gleichen Argumenten wie oben.

iii) Angenommen, ® ist eine Linearkombination aus weniger als drei verschiedenen
©;. Wegen d(®) = 1 und des zweifachen Knotens von ® in xg, muss ¢ dann eine
Linearkombination aus genau zwei verschiedenen ¢; sein. Ohne Einschrédnkung
seien dies 1 und ¢g. Es ist also

-b a
P =ap; +byy =det ,
7l 72 < P11 P2 >

wobei a,b # 0 sind. Dann kann ® aber aufgrund der speziellen Wahl des Rand-
stiickes ¥ in der Konstruktion (4.5 nur einen zweifachen Knoten in xg haben, falls
a="b=0 gilt.
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Das folgende Lemma liefert eine Bedingung an den Parameter h, um p(h) abzuschétzen.

(4.12) Lemma. Es existiert ein hg > 0, so dass es eine Konstante co > 0 gibt mit

0< ¢y < / 0,® 0, dS
OO\Z),

fiir alle h < hg. Dabei sind ¢, und ® die Funktionen aus Satz .
Beweis. Die Behauptung folgt aufgrund der Konvergenz |, 2O\, 0, P 0,pp dS "0 o

Damit kann der Eigenwert p(h) fiir h < hy abgeschétzt werden.

(4.13) Satz. Fir jedes h < ho, ho aus Lemma (4.19), gilt fir den Eigenwert p(h) von
Problem
p(h) < const. h® + o(h®).

Beweis. Sei 0 < h < hg fest und ® € Kern(T') die Grenzfunktion der Folge {@p}.
Wendet man Lemma ([3.22))ii) auf ® und ¢, statt auf ¢ und ¢ an, so liefert dies

p(h) / 0,00,6nd5 = | 9,9 (B~ Mgy ) dS.
20\S),

Zp
Fiir h < hy gilt gemé Lemma (4.12)) fiir das linke Integral

1 . i
faa\zh 0, P O,0RdS T o '

Fiir das rechte Integral gilt

/ 0, (Bh — A@h) dS‘ < const. h® + 0(h3) fir h — 0.

Zh

Dabei nutzt man aus, dass ¢ nach Satz (4.11]) einen zweifachen Knoten in xy hat. Man
erhiilt insgesamt fiir p(h) die Abschétzung

h3
Joons, Ov® Buipn, dS

p(h) < const. + o(h?) < const. h3 + 0(h3) :
O

Ab nun gelte stets h < hg. Der Satz (4.13)) gibt Aufschluss iiber die Form der Taylorent-
wicklung von p(h).
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(4.14) Folgerung. Die Entwicklung von p(h) um h =0 hat die Gestalt

hm hm+1

p(h) = am +am+1m+---a

m!

wobei an, > 0 der erste von Null verschiedene Koeffizient ist (m > 3).
Als letztes Hilfsmittel wird die Entwicklung von B, und ®p um h = 0 benotigt.

(4.15) Satz. Die Taylorentwicklungen von Bh bzw. ¢p um h =0 haben die Form
i) Bh=bih+b2 2 4 o(R?)

i) op =P+ Vi h+ Uy %2 + 0(h2), dabei ist ® die Grenzfunktion aus Satz und
V; € Kern(T) fir1l <j<m—1 (m aus Folgerung ).

Beweis.

i) Man wendet Folgerung (2.13) auf ¢; an und erhélt die Behauptung durch den
Grenziibergang h — 0.

ii) Nach Satz (4.11) ist der erste Summand der Taylor-Entwicklung von ¢, um h =0
gerade ®. Sei nun die Entwicklung von ¢;, um h = 0 gegeben durch

h2
gﬁh:@—i-h\lﬂ-l-?\lfz-}-...

Aufgrund der Linearitit der Eigenschaften von ¢y, erfiillen die Wy, fiir alle k

AN, + AT, =0in Q
(27) U, = 0 in 09
Jo0,00¥dS = 0und [, Vu.V¥; dz =0

Nach gilt in 0N\ X insbesondere
(28) App — 0ypn 0y Au — p(h) ypr, = Bh.

Differenziert man k-mal nach h fiir 1 < k < m—1, so erhilt man unter Beriick-
sichtigung der Entwicklung von p(h) nach Folgerung (4.14) und der Entwicklung
von [, nach Teil i) dieses Satzes in 0Q\ X,

AV, — 0,V 0, Au + O(h) = b, + O(h)
Fiir h — 0 ist also in ganz 052

(29) ATy, — 8,0}, 0, Au = by.
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Da ¥, die Eigenschaften besitzt, kann man W; als die erste Variation der
Grundschwingung u (nach Definition ([2.7))) unter einer Gebietsvariation mit
V := —0, ¥y auffassen. Dann erfiillt ¥j, auch Folgerung (2.13) und es gilt

/ [AV), — 0,V 0, Au] z.vdS = 0.
o0

Damit muss die Konstante b; nach verschwinden, d. h. es gilt

AV, — 0,V 9, Au = 01in 0N fiir 1 < k < m—1. Nach der Charakterisierung
ist fiir 1 < k < m—1 Uy eine Eigenfunktion des Operators L zum Eigenwert p = 0.
Differenziert man k-mal nach h mit & > m, dann erhéilt man unter Beritick-
sichtigung der Entwicklung von p(h) nach Folgerung

AV — 0,V 0, Au — a Oppn — p(h) 0, ¥k + o(h) = b, + o(h).
In 09 gilt dann fiir A — 0 nach Satz (4.10]) und Satz (4.11))
AV — 0,V 0, Au — aj, 0,P = b.

In diesem Fall kann aber AV, — 0,V d,Au nicht in ganz 00 verschwinden, da
sonst 0, = 0 in 0N gelten miifte. Somit kann ¥y fiir £ > m nicht in Kern(T")
liegen.

O]

Mit den néchsten beiden Sdtzen kann die Annahme g > 3 widerlegt werden.

(4.16) Satz. Fir alle 0 < h < hg ist p(h) = 0.

Beweis. Sei 0 < h < hg beliebig. Nach Lemma (4.15))ii) kann man ¢y, schreiben als

m |
op =0+, % mit o € Kern(7) und 9y, := k; % RF=m0, ¢ Kern(T)

Da ¢}, eine normierte Eigenfunktion zum Eigenwert p(h) ist, gilt weiter
p(h) = E(&n)
m

m hm

= E(0) + E'(o)(9p, %) + E(Un m)
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Wegen o € Kern(T) gilt E(s) = 0. Auch E'(c)(d), 27) verschwindet nach Lemma
(3.22)1), da 95 7 € Hy?(Q) N H*?(Q) ist. Damit ist

R h™
ph) = B )
@14) hm pmtl hm
= m— A+ Uil ———— ... = B0, —
“ m!+a +1(m—|—1)!+ whm!)
hm hm—i—l hm 2
= amw—i-am_i_lm—i-:E(ﬁh) (’rn')
K™
m:

Es muss also a,, = 0 sein. Der Koeffizient a,, ist aber nach Folgerung (4.14)) der erste
von Null verschiedene Koeffizient der Entwicklung von p(h). Damit muss p(h) = 0 fiir
alle h gelten. O

Der niéchste Satz wird zeigen, dass dies der gesuchte Widerspruch zu ¢ > 3 ist.

(4.17) Satz. Fir den ersten Eigenwert p von Problem unter starren Gebietsvaria-
tionen gilt p > 0.

Beweis. Der Beweis wird indirekt gefiithrt. Sei ¥ C 0 das starre Randstiick. Nach
ist bekannt, dass p > 0 ist. Angenommen, es gilt p = 0. Dann ist die zugehorige
Eigenfunktion ¢ in Kern(7') und als Eigenfunktion nicht konstant Null in 2. Damit ist
nach Satz Oyp # 0 in jedem Teilbogen von 0€2. Dies steht aber im Widerspruch
zu 0,¢p, = 0 in ¥p nach . Es muss also p > 0 gelten. O

Die Eigenwerte p(h) verletzen also nach Satz (4.16]) diesen letzten Satz. Die Annahme
q > 3 ist damit falsch.

Die Vielfachheit des Eigenwerts Null des Eigenwertprobelms fiir die zweite Gebietsvaria-
tion ist damit genau zweifach. Somit ist auch der Kern des Operators T' zweidimensional.
Wie in Satz (3.26]) gesehen, ist das optimale Gebiet dann eine Kreisscheibe.
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