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Wie muss man eine unhandliche
Matratze verbiegen, damit sie
moglichst wenig aus dem Koffer-
raum herausragt? Warum lohnt
sich das behutsame und saubere
Aufrollen auf eine Kabelrolle, um
ein langes Stromkabel zu bandi-
gen? Diese und ahnliche Fra-
gestellungen lassen sich zu den
Packungsproblemen zdhlen, bei
denen man einen moglichst
grofien Anteil eines Gegenstan-

es durch geeignete Verformung
in einen Behalter oder auf einer
vorgegebenen Oberflache plat-
zieren mochte. Auch die Natur
kennt solche Optimierungspro-
bleme: Es ist faszinierend, wie
und in welch verbltffender Dich-
te extrem lange Strange viraler
DNA in das sehr kleine Volumen
eines Bakteriophagenkopfes ver-
packt werden kénnen.

Fur die Modellierung und
Computersimulation derartiger
Vorgange ist es oft von entschei-
dender Bedeutung, solche Pro-
bleme in mathematisch idealisier-
ter Form zu analysieren. Ein Bei-
spiel ist die folgende Version.

Packungsproblem (P): Gesucht
ist die langste Kurve vorge-
schriebener Mindestdicke auf
einer gegebenen Oberflache.

Als eine solche Oberflache wird
die Sphére vom Radius 7 ge-
wabhlt. Dann lassen sich fir un-
endlich viele Werte vorgeschrie-
bener Mindestdicke eindeutige
Lésungen des Packungsproblems
konstruieren. Die einfachsten
dieser Losungskurven erinnern
an das aus der fernostlichen Kul-
tur bekannte Yin-Yang-Symbol.
In abgewandelter Form findet
man solche Kurven als Nahtlinien
auf handelstblichen Tennisbéllen,
siehe Bild 1. Auch fuir Kurven mit
verschiedenen Anfangs- und End-
punkten kann man aus geeigne-
ten Halbkreisen eindeutige Losun-
gen konstruieren, siehe Bild 6.
Mit dem Problem (P) betritt
man das mathematische Teilge-
biet der Variationsrechnung, die -
ganz dem Prinzip nattrlicher Effi-
zienz folgend - nach energetisch
glinstigsten Losungen sucht. Die
Rolle der , Energie” Gibernimmt
hier das Langenfunktional, wel-
ches Kurven ihre Lange zuord-
net. Die Losungen des Varia-
tionsproblems sucht man in der

Yin-Yang-Kurven l6sen
ein Packungsproblem

Bild 1: Die Nahtlinien eines
Tennisballs, die aus Halbkrei-
sen zusammengesetzte Kurve

Klasse der Kurven, die eine sol-
che Langenmessung zulassen.
Aber wie beschreibt man mathe-
matisch die ,,Dicke" einer Kurve?
Die entscheidende Idee fiir eine
in der Variationsrechnung geeig-
nete Definition einer Kurvendicke
hatten Oscar Gonzalez und John
Maddocks im Jahre 1999, indem
sie auf den klassischen Umkreis-
radius R(x,y,z) dreier Raumpunk-
te x,y und z zurlickgriffen. Wer-
tet man diese Radiusfunktion an
allen Tripeln von Kurvenpunkten
entlang einer Kurve aus und fin-
det dabei eine positive untere
Schranke 6>0 fir alle diese Radi-
en, dann schreibt man der Kurve
die Mindestdicke 0 zu. Wird der
Umkreisradius R fiir ein Tripel
von Kurvenpunkten klein, die
entlang der Kurve sehr dicht auf-
einander folgen, bedeutet das,
dass sich die Kurve dort verstarkt
krimmt. Dies ist ein Effekt, der
nur von der lokalen Gestalt der
Kurve in diesem Bereich abhangt.
Wird R aber fiir drei Kurven-
punkte klein, von denen min-
destens zwei durch einen lan-
geren Kurvenbogen getrennt
sind, dann kommen sich zwei
verschiedene Kurvenstrange im
Raum sehr nahe — abhangig
von der Gestalt der Kurve als
Ganzes, siehe Bild 2.

Mit Methoden der Variations-
rechnung kann man zeigen, dass
das Problem (P) auf der Sphare
tatséachlich fur jede vorgeschrie-
bene Dicke 6 &0,1] mindestens
eine Losung besitzt. Dartiber hin-

des Yin-Yang-Symbols und eine
sphérische Losungskurve fiir das
Packungsproblem (P).

Bild 2: Die Zentrallinien dieser
schlauchférmigen Gebilde sind
Kurven mit positiver Dicke. Die
Dicke wird bei beiden Kurven
jeweils durch den Radius der
schwarzen Kreislinie bestimmt,
den man durch Anndherung
mit Umkreisradien R(x,y,z)
dreier Kurvenpunkte x,y,z

aus lassen sich fur die unendlich
vielen Mindestdicken

0; =sinm/2 =1, O,=sinm/4,...,
6,= sinz/(2n),...

geschlossene Kurven konstru-
ieren, deren Lange von keiner
anders geformten Kurve dieser
Mindestdicken erreicht wird. Spe-
ziell liefert die weiter unten be-
schriebene Konstruktion die Yin-
Yang-Kurve auf der Sphare fiir
die gegebene Dicke 6, siehe Bild 1.
Die Tatsache, dass man expli-
zite und eindeutige Lésungskur-
ven erhdlt, ist erstaunlich, wenn
man berticksichtigt, dass man fur
eng verwandte Probleme, etwa

erhdlt. Links beschrdnkt die lokale
Kurvenkriimmung die Dicke;
rechts fiihrt die rdumliche Nahe
verschiedener Kurvenbégen zu
einer beschrdnkten Dicke.

Quelle:
www.ma.utexas.edu/users/og/
curvature.html

fuir die Suche nach so genannten
sidealen Knoten" zwar die Exis-
tenz von Lésungen beweisen
konnte, aber fast gar nichts tiber
deren tatsichliche Gestalt weil.
Ideale Knoten sind die Kurven ei-
ner vorgegebenen Knotenklasse,
welche die Lange bei fixierter
Mindestdicke minimieren. In ei-
nem Gedankenexperiment er-
zeugt man beispielsweise die
~ideale Kleeblattschlinge”, indem
man einen losen Kleeblatt-Kno-
ten fester und fester zusammen-
zieht, siehe Bild 3. So wie das
Packungsproblem (P) ist auch die
Suche nach idealen Knoten nicht
nur aus mathematischer Sicht in-



teressant: Es ist experimentell
nachweisbar, dass DNA-Mo-
lektle haufig eine verknotete
und extrem verdrillte Gestalt an-
nehmen. Aus dem mathemati-
schen Studium idealer Konfigura-
tionen erhofft man sich Riick-
schliisse auf die mikrobiologi-
schen Prozesse, bei denen groRe
Mengen verknoteter DNA-Mo-
lekile platzsparend in kleine Vo-
lumina verpackt werden.

Sucht man zur Lésung des Pro-

n=1. k=0

blems (P) auf der Sphare zu-
nachst die langste geschlossene
Kurve der Mindestdicke 6,=1, so
ist der Aquator tiberhaupt der
einzige Kandidat und damit die
eindeutige Losung. Tatsachlich ist
der Aquator ein GroBkreis, also
ein Kreis der Lange 2 auf der
Sphare, und besitzt als Kurve im
Raum die Dicke 7. Jede anders
geformte Kurve auf der Sphare
enthalt mindestens drei Punkte,
die nicht auf einem GroRkreis lie-

Bild 3: Die ideale Kleeblatt-
schlinge entsteht durch
Festziehen eines Knotens, also
durch das Minimieren der
Kurvenlédnge bei gleichbleiben-
der Mindestdicke.

Quelle:
www.ma.utexas.edu/users/og/
curvature.html/

gen. Die Ebene durch diese
Punkte schneidet demnach die
Sphére in einem Kreis, dessen
Radius strikt kleiner als 7 ist.
Folglich ist die Dicke jeder sphéri-
schen Kurve, die kein Grol3kreis
ist, strikt kleiner als 7.

Fur die folgende Konstruktion
wird dem Aquator der vom
Nordpol aus gemessene sphéri-
sche Winkel /2 zugeordnet. Fiir
die vorgeschriebene Mindest-
dicke 6,=sinzi/4 wahlt man an-

n=2, k=1

stelle des Aquators den Breiten-
kreis zum spharischen Winkel
nt/4 und dazu einen weiteren
Breitenkreis im spharischen Ab-
stand /2. Um aus diesen zwei
Breitenkreisen der Dicke 6, eine
einzige geschlossene Kurve der-
selben Dicke zu konstruieren,
zerschneidet man die Sphére ent-
lang eines Langenkreises in eine
westliche und eine 6stliche He-
misphére. Dann verdreht man die
ostliche Hemisphdre um den
Winkel 7z/2 §egenﬂber der west-
lichen und klebt die so gegenein-
ander verdrehten Hemisphéren
abschlieBend wieder zusammen,
siehe Bild 4. Das Ergebnis ist die
spharische Yin-Yang-Kurve, be-
stehend aus den zusammenge-
fugten Halbkreisen der ostlichen
und westlichen Hemisphére.
Allgemein wahlt man zu vor-
gegebener Mindestdicke
Op=sina/(2n) fiir n=1,2,3,... ge-
nau n Breitenkreise im sphéri-
schen Abstand s/n. Dann dreht
man die ostliche gegen die west-
liche Hemisphére um den Winkel
ka/n fur ein k aus der Menge
{1,2,...,n-1}, bevor man die He-
misphédren in verdrehter Stellung

Bild 4: Konstruktion der L6-
sung mit Dicke 6, = sinm/4:
Ein Breitenkreis zum sphdri-
schen Winkel /4 (griine Pfei-
le) und ein zweiter Breiten-
kreis im sphérischen Abstand
/2 (blaue Linie) werden
durch die Trennung der He-
misphdren in vier Halbkreise
unterteilt. Nach der Drehung
um den Winkel 7i/2 fiigen sich
diese Halbkreise zur geschlos-
senen Yin-Yang-Kurve zusam-
men.

Bild 5: Lésungskurven fiir n=1,
4 und 12. Der Parameter k be-
stimmt den jeweiligen Dreh-
winkel der Hemisphédren. (Wie
in Bild 4 werden die Kurven
aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit nicht in ihrer vollen
Dicke 6y, dargestellt.)
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wieder zusammenklebt. Mit ele-
mentaren Methoden aus der Al-
gebra lasst sich feststellen, wann
dieses Verfahren zu geschlosse-
nen Kurven wie in Bild 5 fiihrt.
Dies ist genau dann der Fall,
wenn die Zahlen k und n teiler-

fremd sind. So produzieren etwa
bei vorgeschriebener Mindest-
dicke 6,=sin /8 nur die Drehun-
gen um die Winkel 774 und 37/4
geschlossene - und verschiedene -
Schleifen. Wenn diese Konstrukti-
on also wirklich zu Lésungen
fuhrt, dann wei® man aus der
Zahlentheorie auch direkt, wie
grof die Losungsmengen sind.
Die Eulersche Phi-Funktion ¢(n)
gibt an, wie viele teilerfremde
Zahlen k aus der Menge {7,...n-7}
zu n=1,2,3,... existieren, siehe Ta-
belle 1. Bei jeder Primzahl sind
dies naturgemaR alle nattrlichen
Zahlen, die kleiner sind als diese
Primzahl. Es ergeben sich also
teils sehr groBe Mengen an expli-
ziten und in ihrer Gestalt eindeu-
tigen Lésungen.

Warum aber sind diese so
konstruierten geschlossenen Kur-
ven tatsachlich Lésungen des
Packungsproblems (P) auf der
Sphére? Den Schlissel zur Beant-
wortung dieser Frage liefert ein
fur Untersuchungen aus der statis-
tischen Physik hergeleiteter Satz
von Harold Hotelling aus dem
Jahr 1939. Dieser Satz erlaubt die
explizite Berechnung des
Flacheninhalts von tubenférmi-
gen Umgebungen von dicken
Kurven auf der Sphare. Hat die
Kurve der Dicke 6=sina die Lan-
ge L, dann gilt fur den Flachenin-
halt F ihrer Tubenumgebung mit
sphérischem Radius a die Bezie-
hung F=26 L. Andererseits ist der
maximal auf der Sphare tiber-

deckte Flacheninhalt die Gesamt-
oberflache der Sphare, also 4.
Die Formel von Hotelling liefert
demnach die Zahl 22/ als
groBtmogliche Lange einer Kur-
ve der Mindestdicke 6. Fur die
zu den Dicken 6,=sins/(2n)
konstruierten Kurven kann man
leicht zeigen, dass deren sphari-
sche Tubenumgebungen jeweils
den maximalen Flacheninhalt 47
haben. Damit ist bewiesen, dass
diese Kurven die groitmogliche
Lange haben. Es wurden also
tatsdchlich explizite Lésungen
des Packun%sproblems fur jede
der vorgeschriebenen Mindest-
dicken 6, fir n=1,2,3,... gefun-
den.

Kann man aber ausschlieBen,
dass es noch ganz andere Losun-
gen mit diesen Dicken gibt? Bei
allgemeinen Variationsproblemen
ist dies oft sehr schwierig, und in
vielen Fallen ist die Frage nach
der GroBe der Losungsmenge bis
heute ungeklart. Hier aber ist die
Situation gtinstiger; denn es lasst
sich folgendes beweisen: Ange-
nommen die Tubenumgebung
einer dicken spharischen Kurve
hat den auf der Sphéare maxima-
len Flacheninhalt 4, dann muss
die Kurvendicke den Wert
B,=sinzt/(2n) fur ein n aus der
Menge {1,2,3,...} haben. An-
schaulich bedeutet das: Mochte
man einen FuBball statt mit Ge-
schenkpapier mit einer dicken
Kordel einlagig umwickeln, um
den Ball als Geschenk zu ver-
packen, so wird dies nicht mit je-
der Kordel funktionieren. Die
Dicke der Kordel muss in einem
bestimmten Verhaltnis zur Ober-
flache des Balles stehen. An-
dernfalls entsttinden Lticken,
und man ware gezwungen, die

Bild 6: Lésungskurven mit ver-
schiedenen Anfangs- und End-
punkten zu unterschiedlichen
Dicken. Die beiden dulSeren
Kurven sind mit ihrer vollen
Kurvendicke dargestellt.
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Kordel in mehreren Lagen um
den Ball zu wickeln. Hat man
dies eingesehen, dann kann man
zeigen, dass die Kurve mit den
oben konstruierten Lésungen
Ubereinstimmen muss. Insbeson-
dere liefert dieser Satz die Ein-
deutigkeit der Lésungen. Hat
beispielsweise eine Kurve der
Dicke 8,=sin /4 die nach Hotel-
ling maximal mogliche Lange
27/6,, dann muss die Kurve die
sphdrische Yin-Yang-Kurve in
Bild 4 sein.

Analoge Resultate konnten
fur Kurven erzielt werden, deren
Anfangs- und Endpunkte ver-
schieden sind. Einige der explizi-
ten und eindeutigen Losungen
sind in Bild 6 dargestellt. Auch
fur die Zwischenwerte
06, 01)=(sinm/4,1) einer gege-
benen” Mindestdicke wurden
Kurven durch Zusammensetzen
geeigneter Kreisbdgen konstru-
iert, sieche Bild 7. Da aber die zu-
gehérigen Tubenumgebungen

ie Sphare nicht vollstandig aus-
fullen, ist es bislang eine offene
Frage, ob diese Kurven die maxi-
male Lange haben. Gute Kan-
didaten firr die Losung des Pack-
ungsproblems (P) sind sie in je-
dem Fall. ]
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Tabelle 1: Einige Werte der
Eulerschen Phi-Funktion ¢(n),
welche die Zahl der Lésungs-
kurven der Dicke 6y, angibt.
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Bild 7: Eine aus kiirzeren Kreis-
bégen zusammengesetzte Kurve

der Dicke 6 €6, ,
ein sehr guter Kan

d

): zumindest
dat.

Wie ldsst sich ein FulSball mit
einer Kordel , verpacken”?
Professor Heiko von der Mosel
vom Lehr- und Forschungs-
gebiet Mathematik analysiert
Packungsprobleme.
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