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Aufgabe 1

Untersuchen Sie die Zahlenfolge {a,}nen, definiert durch

1
a; =1 und an+1::\/1+§a% fir n>1,

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert der Folge.

Losung

Bestimme zunéchst mogliche Grenzwerte. Angenommen man hétte lim a, = a fiir ein ¢ € R, dann hétte
n—oo

man wegen der Stetigkeit der Wurzel auch
. . 1
a= lim a,4; = lim \/1+ - -a2
n—00 n—00 3
1
= \/ 1+ = lim a2
3 n—ooo

1
— /14 = q2
+3a

Daraus folgt

1 3 3
a2:1+§~a2 — a:\/; Vo oa=— 3

2
Wegen —\/g # \/g = \/ 1+3- (—\/g> kommt nur a = \/g als moglicher Grenzwert in Frage.

Wir zeigen mit einer Induktion nach n, dass die Folge durch \/g nach oben und durch 1 nach unten
beschréankt ist.
[A: a1 =1< /144 =,/2

2
IV: Es gelte 1 < a, < \/g fir ein festes n € N.

1 v 1.3 3
IS: Manhatanﬂz\/l—l—g-a% < \/1+§-§:\/;.
1 v 1
Und anir = /14502 > \J1+1>1,
Somit ist die Folge beschrinkt. Wir zeigen noch, dass die Folge monoton steigend ist. Betrachte dazu

1 1—%@%
Apt1 — Ap = 1+_'a%_an: > 0,
3 1+ 302 +a,

denn der Zahler ist nicht negativ da die Folge durch \/g nach oben beschriankt ist. Auflerdem ist der

Nenner positiv, da die Folge durch 1 nach unten beschrinkt ist. Insgesamt hat man also a,,.1 > a,, fiir alle
n € N. Somit ist die Folge monoton steigend.
Da die Folge monoton steigend und nach oben beschréankt ist, konvergiert sie nach dem Monotonie-Lemma
mit

3

lim a, =4/ =.
n—00 2


mailto:maier@instmath.rwth-aachen.de
http://www.instmath.rwth-aachen.de/maier

HM I-Klausur, WS 14/15 13. Mérz 2015

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass die Funktion f, definiert durch f(z) := m—lg,, auf (0, 1) stetig ist, indem Sie fiir ein beliebiges,
aber festes zy € (0, 1) Folgendes zeigen:

Ve>0 3§=0(xp;e) >0, sodass Vze(0,1) gilt: (‘az—xo}<5=> ’f(a:)—f(a:o)|<€>.

Loésung

Sei zp € (0,1) und £ > 0 beliebig.

Sei weiter € (0, 1) beliebig aber so gewahlt, dass |x — x| < ¢ fiir das noch zu bestimmende 6 = §(zg; ) >
0. Es ist

1 1 rd—ad
|f(z) = f(z0)| = ;—x—g = $3—$3

Mit Polynomdivision erhilt man die Gleichheit 23 — 2® = (g — z)(22 + 2z + 2%) und damit

2 2
x0,x>0 5+ xTr0+ T 1 1 1
(&) = Flao)] = fao — 2 (0—3)=\xo—x|( TR )

3 3
Ty T Ty XETG Ty

Um die Terme :%3’ m% und i zu begrenzen, wihle 6 < 3.

Dann gilt z > 7o — > % und damit auch die Ungleichung

1 1 1 14
0= 1ol <5 (e + e+ ) =0 o

4
Wahlen wir zudem § < % - ¢ erhalten wir

() — f(z0) <f—4i—4:

Mit der Wahl § := min{%, %‘8} ist damit das e-0-Kriterium fir jedes zo € (0, 1) erfiillt. Damit ist gezeigt,

dass die Funktion f stetig auf (0, 1) ist.
Alternative Lésung
Sei g € (0,1) und € > 0 beliebig.
4
Wihle 6 = min{%, 22 - £}.

2148

Dann gilt fiir x,z € (0,1) beliebig mit |x — | < 9:
1 1 g — 2?
|f(x) = f(xo)| = el Il Ry

pD |To — z|(22 + 220 + 2?)

= 3 =: ().

Wegen |z — 29| < 6 und § < % folgt
x>%°undx<%x0.

Dann gilt
() < O(xg + 3§ + 323) 38
’ )
2 0 0
~ 48 48
<€

Damit folgt die Behauptung.

RWTH SEITE2 VON b



HM I-Klausur, WS 14/15 13. Mérz 2015

Aufgabe 3
Geben Sie alle komplexen Losungen z € C der Gleichung

25— 922 — 2z =0

an.
Hinweis: i bezeichnet die imaginédre Einheit in C.

Losung
20-2:-2i2=0 & 2(z°-(2+2i)=0
& z=0oder 2° =242
Es gilt
12+ 2i] = V3
arg(2 + 2i) = u
4
Im
4
3
2 2+
1 450
0
01 2 3 4 Re
Also ist

2> =242 =V/8¢'T
:\/gei(g-i-%rk)’ Le7
= 2 =YREHTET) ez
= Losungsmenge L ={z € C|z =0 oder z = %ei(%%k”), keZ}

= {0, V8¢, %ei%, %ei%, %ei%, %eﬁ%}
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Aufgabe 4
Bestimmen Sie alle x € R, fiir die die folgenden Potenzreihen konvergieren.

(a) g: (l)kx%
(b) i 6~ J_r 2k o

Hlnwels. Uberpriifen Sie explizit die Randpunkte der Konvergenzintervalle.

Losung
o] 1 k

(a) Wir substituieren zunéchst y = x? und betrachten die Reihe Z (5) ",
k

Den Konvergenzradius ermitteln wir nun mit dem Quotientenkriterium.

. Qg 1
— lim =+ —
k—o0 ag 2

Damit ist der Konvergenzradius der betrachteten Reihe r = 2.
Riicksubstitution liefert den Konvergenzradius der urspriinglichen Reihe: R = /7 = v/2.
Randpunkte betrachten:

1\ 00 71\ * 2% =
; (5) . \/§2k = kz_; 1 divergiert nach VL. kz:; (5) . <—\/§> = kz:; 1 divergiert nach VL.

Alternative Argumen_tation:
Die Folgen, iiber die in der vorigen Zeile summiert wird, sind keine Nullfolgen.
Damit gilt insgesamt: Die Reihe konvergiert genau dann, wenn x € (—\/5, \/5) gilt.

ko ok
(b) Wir setzen by = 0 +2 . Dann gilt: R7! = lim berr GWS 2

3k — k—o0 k

1

Wir setzen ay = 55. Dann gilt: 7~

Der Konvergenzradius der Reihe ist also R = 3
Betrachte nun die Randpunkte:

x=1/2

1+ (2/6)F

1—(2/3)%

Die Folge, iiber die sumrmert wird, hat den Grenzwert 1 und ist damit keine Nullfolge.

Die Reihe divergiert.
x=—1/2

Wir erhalten die Reihe Z

L1+ (2/6)F
1—(2/3)"
Die Folge, iiber die summiert wird, divergiert und ist damit keine Nullfolge.
Die Reihe divergiert.
Dass die o.g. Folge, die wir mit {c }ren bezeichnen wollen, divergiert, sieht man so ein:
Einerseits ist ]}1_{{)10 cor = 1, andererseits gilt kh_)rglo Cop—1 = —1.

Wir erhalten die Reihe Z(—
k=1

Alternative Argumentation: Betrag der Folge betrachten.
Damit gilt insgesamt: Die Reihe konvergiert genau dann, wenn = € (—%, %) gilt.
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Aufgabe 5 N
Die Ebene E C R?, der Punkt X € R? und der Vektor x € R? seien gegeben durch
1 0 0 3 N
E = 0] +s 31 +t]4 s,teR ), X = 3 und z :=0X.
0 —2 6 3v2

(a) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes X von der Ebene E sowie die orthogonale Projektion von

X auf E.
(b) Bestimmen Sie den Vektor v, der den kleineren der beiden Winkel zwischen z und der positiven

xo-Achse halbiert und die Lange /3 hat.

Losung
(a) Bestimme die Hesse-Normalform von E:
0 0 26 1 26 1 1 1
=3 x[a] =0 n=—|0o|=[0] E= y€R3‘<y— ol.[o >:0
2 6 0 ol \ 0 0 0/ \o

Abstand von x zu E: dist(;, E) =

1 3 1
Orthogonale Projektion: T — <§ —10],(0 > ‘= 3 —-210]| = 3
0 0 0
(b) Normiere den Vektor = zu z:

- 3
1 1
* 3

2 = — = 3 — 5

Ansatz: Gesucht ist v = ) - (; + ;2), A € R, mit ||?|| = /3.

Wegen
1
3
— |3 d =/-+-+2
Z + ey iﬁ und ||z + ey 4+4+4
2

1
N 1
U:Z+€2:§ 3

V2

|
®
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