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Aufgabe 1

Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz bzw. Divergenz fiir n — oo, und bestimmen Sie gegebenenfalls
ihren Grenzwert.

(8) 0y = ————
n_n(\/nQ—i—l—n)’

neN

ntl

(d) d,=[(-1D)"+1] 2 -(1-n"Y, neN

Loésung
(a) Es gilt: w — 1-(\/n2+1+n) B 2+ l+n
" n-(Vn2+1-n) - (Vn®+1+n) n-[(n*+1)—n?
vn?+1 1 n—o0
_vnirian 14— 4112
n n
Die Folge konvergiert mit Grenzwert 2.

(n—1)-...-1 -1 J I

(b) Es gilt 0 < b, = n-(n=1) - .z 20 .

mn—1)-(n—1)-..-n—1) n—1n—-1 ~~ n—1
S ==~ jeweils <1 N~
<2 =1 —0
Die Folge konvergiert mit Grenzwert 0.

n _1 2 _1 ’ n—oo
(c) Bsgilt ¢, = [1— (n—2)71]""" = {1 — 2} : {1 +— 2] —= exp(—1) - 1 = exp(—1).

Die Folge konvergiert mit Grenzwert e~

(d) Firn=2k—1, ke Nist d, =0.
Fiir n = 2k, k € Ngilt d, =23 - (1—-1) > 2" 1 = 27 2% ¢
Die Folge divergiert.


mailto:maier@instmath.rwth-aachen.de
http://www.instmath.rwth-aachen.de/maier

HM I-Klausur, WS 14/15 01. April 2015

Aufgabe 2

Bestimmen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder divergieren, und begriinden Sie Thre Antwort.

= cos(mk k= VE
@ 3 <)Z,€+2 S EECIRE ()Z

log
Losung
oo o0 1
Es gilt k)= k Deshalb ist -
(a) Es gilt cos(mk) = (—1)*, k € N. Desha 152 Z k‘
k=1 k=1
1
{E} ist eine monoton fallende Nullfolge.
keN
Mit deem LEIBNIZ Kriterium folgt die Konvergenz der Reihe.

1 1
b) Kiirze kl: S N
(b) Kirze Zk+2'—k:' Z(k+2)(k:+1)—1 ;k2+3k+1
Wegenk:2+3k+1>k2 ke N,

ist Z — ein konvergente Majorante fiir die urspriingliche Reihe.

k=1
Die Relhe konverglert

2 - —VEE) - (R VETE) & k
(c) Es gilt Z Z NG (k2 + VK + k) - Zlk5/2+‘/k5+k2

Mit der Monotonle der Wurzel erhilt man die Abschitzung VA5 + k2 > k2, k € N, und es gilt

o0

LI
— k5/2 4+ /Kb +k2 — 2k3/2°

Die letzte Reihe ist eine konvergente Majorante fiir 1; Wm; damit hat man die Konvergenz

der urspriinglichen Reihe.

(d)

—————— ist eine monoton fallende Nullfolge.
k- [log (k)]
Daher kann man den CAUCHY schen Verdichtungssatz anwenden.

Betrachte also
o o0 oo

2k 1 1 1
2 5 og(2 ~ 2 0a0F 1 k2P 2
Diese Reihe konvergiert nach Vorlesung. Damit ist die urspriingliche Reihe ebenfalls konvergent
(CAucHY: ,Genau dann, wenn...“).
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Aufgabe 3

Zeigen Sie, dass f, definiert durch f(z):=z* + 2, auf I := [0, 00) nicht gleichmiBig stetig ist, indem Sie
nachweisen, dass folgende Aussage gilt: 3 €9 > 0, so dass V § > 0 Punkte zq € [0,00) und yy € [0, 00)
existieren mit

Yo — ol <0 A [f(vo) — f(wo)| > €0

Losung

Wihle ¢ = 1.

Wiihle xy = 2/0.
Wiéhle yo = xo + 6/2.
Dann gilt:

|f(yo) = f@o)| = | f (o +6/2) — f(x0)]
= |og+ 425 6/2+6-22-(5/2)* +4-20-(5/2)° + (6/2)" +2 — 2 — 2
20020 43 5/24 622 (5/2)° +4- 30 (6/2)° + (6/2)"
>6- x5 (6/2)°

Andererseits ist |yo — zo| = |20 + /2 — x| £20 d/2 < 0.

Mit der oben angegebene Wahl von ¢y, xg und yy erhalten wir also einen Widerspruch zur gleichméfiigen
Stetigkeit von f auf I.
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Aufgabe 4

Zeigen Sie, dass die Gleichung
dcos(z) =z, © € R,

mindestens zwei verschiedene Losungen hat.

Losung
Betrachte die Funktion f : R — R, definiert durch

f(z) :=4cos(x) — .
Da der Kosinus und Polynome stetig sind, ist auch die Funktion f stetig auf R. Auflerdem hat man

f(=m) =4dcos(—m)+7m=—-4+71<0, dam<i,
f(0)=4cos(0)+0=4>0

und

()= am(5) 55 0

Daher folgt mit dem Zwischenwertsatz

Jx; € (—m,0), so dass f(x;) =0 und
dxy € (O, g) , so dass f(z3) = 0.
Also hat die Funktion f mindestens zwei verschiedene Nullstellen. Dies ist dquvalent dazu dass die Glei-

chung
4dcos(z) =z, v € R,

mindestens zwei verschiedene Losungen hat.
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Aufgabe 5
Zeigen Sie die Gleichung

1
sin(z) sin(y) = 5 (cos(z —y) — cos(z +y)) fir alle z,y € R.
Hinweis: Sie kénnen zum Beispiel die EULER’sche Formel verwenden.

Losung
Seien z,y € R.

1

5 (cos(z — y) — cos(z +y)) = % Re (exp(i(x — y)) — exp(i(z + y)))

_ % Re (exp(iz) exp(—iy) — exp(iz) exp(iy))

= % Re ((cos(z) + isin(x)) (cos(—y) + isin(—y))
— (cos(w) +isin(x)) (cos(y) + isin(y)))

— % Re ((cos(z) + isin(z)) (cos(y) — isin(y))
— (cos(z) + isin(z)) (cos(y) + isin(y))),

_ %Re«cos(x) +isin(x)) - (~2isin(y)))

= % Re (2sin(z) sin(y) — 2i cos(z) sin(y))

= sin(x) sin(y)

Alternative:

exp(i(z + 1)) = cos(x + y) +isin(z + y)
exp(i(x — 1)) = cos(z — y) + isin(z — y)

Auflerdem gilt:

exp(i(x +y)) — exp(i(x — y)) = exp(iz)(exp(iy) — exp(—iy))

= (cos(z) 4 isin(x)) - ((cos(y) + isin(y)) — (cos(—y) +isin(—y)))

~——
=cos(y)

——

= sin(y)

= (cos(z) +isin(x)) - 2isin(y) = —2sin(x) sin(y) + 2i cos(x) sin(y)

= cos(z + y) — cos(x — y) = Re(exp(i(z + y)) — exp(i(x — y)))
= —2sin(z) sin(y)

+x = FEuler-Formel
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Aufgabe 6
N ax N by
Gegeben seien die Vektoren a¢ := [ 0 | und b := | 1
as b3

Zeigen Sie, dass die Vektoren a x bund a + b eine Winkel von % einschlieflen.
Loésung

Ein Winkel von 7 zwischen zwei Vektoren z und 5 ist dquivalent zu (5, §> =0

m <;7§> - —
0s8(=)=0=—F""— <— z,y) =20
%) DR )

Losungsweg 1 (rechnerisch):
Vektoren aufstellen:

I ap b1 —as I ay b1 ar+b
axb= 0 X 1 = agbl—albg und a + b = 0 + 1 = 1
as b3 aq n as b3 as + bg 1]
Skalarprodukt berechnen:
R ~ N —as a; + b1
<CL><b,CL+b>:< a3b1—a163 , 1 >
aq as + b3

= —az - (a1 + b1) + asby — a1bs + a; - (a3 + b3)
= —aias —a3b1 + a3b1 — b3a1 + ajasz + a1b3

=0
= —ajas + ajas +abs —bsa; =0+0=0

Losungsweg 2 (argumentativ):

O RN
e Fallsa = [0 , so folgt <E, b> = (0 sofort.
0
— 0 — —
e Falls a # | 0|, so sind @ und b linear unabhéngig und beide nicht der Nullvektor.
0

JEEN N

= q und b spannen eine Ebene auf, die insbesondere a + b enthilt.
Da a x b orthogonal zur Ebene und damit auch zu a+b steht, gilt <E X b, a+ b> =0.

Losungsweg 3:
Da das Skalarprodukt bilinear ist und ein Vektor stets senkrecht auf ein Vektorprodukt von sich selbst
und einem beliebigen anderen Vektor steht, gilt:

<E><;,E+Z>:<E><;,E>+<5xg,;>20+0:0.
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