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Aufgabe 1
Untersuchen Sie die Folgen auf Konvergenz bzw. Divergenz für n→∞, und bestimmen Sie gegebenenfalls
ihren Grenzwert.

(a) an =
1

n
(√

n2 + 1− n
) , n ∈ N

(b) bn =
n!

(n− 1)n
, n ≥ 2

(c) cn =
[
1− (n− 2)−1

]n+5
, n ≥ 3

(d) dn = [(−1)n + 1]
n+1
2 · (1− n−1) , n ∈ N

Lösung
(a) Es gilt:

an =
1 ·
(√

n2 + 1 + n
)

n ·
(√

n2 + 1− n
)
·
(√

n2 + 1 + n
) =

√
n2 + 1 + n

n · [(n2 + 1)− n2]

=

√
n2 + 1 + n

n
=

√
1 +

1

n2
+ 1

n→∞−−−→ 2.

Die Folge konvergiert mit Grenzwert 2.

(b) Es gilt 0 ≤ bn =
n · (n− 1) · ... · 1

(n− 1) · (n− 1) · ... · (n− 1)
=

n

n− 1︸ ︷︷ ︸
≤2

· n− 1

n− 1︸ ︷︷ ︸
=1

· ...︸︷︷︸
jeweils ≤1

· 1

n− 1︸ ︷︷ ︸
→0

n→0−−−→ 0.

Die Folge konvergiert mit Grenzwert 0.

(c) Es gilt cn =
[
1− (n− 2)−1

]n+5
=

[
1 +

−1

n− 2

]n−2
·
[
1 +

−1

n− 2

]7
n→∞−−−→ exp(−1) · 1 = exp(−1).

Die Folge konvergiert mit Grenzwert e−1.

(d) Für n = 2k − 1, k ∈ N ist dn ≡ 0.

Für n = 2k, k ∈ N gilt dn = 2
n+1
2 ·

(
1− 1

n

)
≥
√

2
n · 1

2
=
√

2
n−2 n→∞−−−→∞.

Die Folge divergiert.
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Aufgabe 2
Bestimmen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder divergieren, und begründen Sie Ihre Antwort.

(a)
∞∑
k=1

cos(πk)

k
(b)

∞∑
k=1

k!

(k + 2)!− k!
(c)

∞∑
k=1

k2 −
√
k4 + k√
k

(d)
∞∑
k=2

1

k · [log(k)]2

Lösung

(a) Es gilt cos(πk) = (−1)k, k ∈ N. Deshalb ist
∞∑
k=1

cos(πk)

k
=
∞∑
k=1

(−1)k
1

k
.{

1

k

}
k∈N

ist eine monoton fallende Nullfolge.

Mit dem Leibniz-Kriterium folgt die Konvergenz der Reihe.

(b) Kürze k!:
∞∑
k=1

k!

(k + 2)!− k!
=
∞∑
k=1

1

(k + 2)(k + 1)− 1
=
∞∑
k=1

1

k2 + 3k + 1
.

Wegen k2 + 3k + 1 > k2, k ∈ N,

ist
∞∑
k=1

1

k2
ein konvergente Majorante für die ursprüngliche Reihe.

Die Reihe konvergiert.

(c) Es gilt
∞∑
k=1

k2 −
√
k4 + k√
k

=
∞∑
k=1

(
k2 −

√
k4 + k

)
·
(
k2 +

√
k4 + k

)
√
k ·
(
k2 +

√
k4 + k

) = −
∞∑
k=1

k

k5/2 +
√
k5 + k2

Mit der Monotonie der Wurzel erhält man die Abschätzung
√
k5 + k2 > k5/2, k ∈ N, und es gilt

∞∑
k=1

k

k5/2 +
√
k5 + k2

<
∞∑
k=1

1

2k3/2
.

Die letzte Reihe ist eine konvergente Majorante für
∞∑
k=1

k
k5/2+

√
k5+k2

; damit hat man die Konvergenz

der ursprünglichen Reihe.

(d)
1

k · [log(k)]2
ist eine monoton fallende Nullfolge.

Daher kann man den Cauchy’schen Verdichtungssatz anwenden.
Betrachte also
∞∑
k=2

2k

2k · [log(2k)]2
=
∞∑
k=2

1

log(2)2 · k2
=

1

log(2)2
·
∞∑
k=2

1

k2
.

Diese Reihe konvergiert nach Vorlesung. Damit ist die ursprüngliche Reihe ebenfalls konvergent
(Cauchy:

”
Genau dann, wenn...“).
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Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass f, definiert durch f(x) := x4 + 2, auf I := [0,∞) nicht gleichmäßig stetig ist, indem Sie
nachweisen, dass folgende Aussage gilt: ∃ ε0 > 0, so dass ∀ δ > 0 Punkte x0 ∈ [0,∞) und y0 ∈ [0,∞)
existieren mit

|y0 − x0| < δ ∧ |f(y0)− f(x0)| ≥ ε0.

Lösung
Wähle ε0 = 1.
Wähle x0 = 2/δ.
Wähle y0 = x0 + δ/2.
Dann gilt:

|f(y0)− f(x0)| = |f(x0 + δ/2)− f(x0)|
=
∣∣x40 + 4 · x30 · δ/2 + 6 · x20 · (δ/2)2 + 4 · x0 · (δ/2)3 + (δ/2)4 + 2− x40 − 2

∣∣
x0,δ≥0

===== 4 · x30 · δ/2 + 6 · x20 · (δ/2)2 + 4 · x0 · (δ/2)3 + (δ/2)4

≥ 6 · x20 · (δ/2)2

x0=2/δ
====== 6

> 1 = ε0.

Andererseits ist |y0 − x0| = |x0 + δ/2− x0|
δ>0

==== δ/2 < δ.

Mit der oben angegebene Wahl von ε0, x0 und y0 erhalten wir also einen Widerspruch zur gleichmäßigen
Stetigkeit von f auf I.

INSTITUT FÜR MATHEMATIK SEITE 3 VON 6



HM I-Klausur, WS 14/15 01. April 2015

Aufgabe 4
Zeigen Sie, dass die Gleichung

4 cos(x) = x, x ∈ R,

mindestens zwei verschiedene Lösungen hat.

Lösung
Betrachte die Funktion f : R→ R, definiert durch

f(x) := 4 cos(x)− x.

Da der Kosinus und Polynome stetig sind, ist auch die Funktion f stetig auf R. Außerdem hat man

f(−π) = 4 cos(−π) + π = −4 + π < 0, da π < 4,

f(0) = 4 cos(0) + 0 = 4 > 0

und

f
(π

2

)
= 4 cos

(π
2

)
− π

2
= −π

2
< 0.

Daher folgt mit dem Zwischenwertsatz

∃x1 ∈ (−π, 0) , so dass f(x1) = 0 und

∃x2 ∈
(

0,
π

2

)
, so dass f(x2) = 0.

Also hat die Funktion f mindestens zwei verschiedene Nullstellen. Dies ist äquvalent dazu dass die Glei-
chung

4 cos(x) = x, x ∈ R,

mindestens zwei verschiedene Lösungen hat.
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Aufgabe 5
Zeigen Sie die Gleichung

sin(x) sin(y) =
1

2
(cos(x− y)− cos(x+ y)) für alle x, y ∈ R.

Hinweis: Sie können zum Beispiel die Euler’sche Formel verwenden.

Lösung
Seien x, y ∈ R.

1

2
(cos(x− y)− cos(x+ y))

?
=

1

2
Re (exp(i(x− y))− exp(i(x+ y)))

=
1

2
Re (exp(ix) exp(−iy)− exp(ix) exp(iy))

?
=

1

2
Re ((cos(x) + i sin(x)) (cos(−y) + i sin(−y))

− (cos(x) + i sin(x)) (cos(y) + i sin(y)))

=
1

2
Re ((cos(x) + i sin(x)) (cos(y)− i sin(y))

− (cos(x) + i sin(x)) (cos(y) + i sin(y))) ,

=
1

2
Re ((cos(x) + i sin(x)) · (−2i sin(y)))

=
1

2
Re (2 sin(x) sin(y)− 2i cos(x) sin(y))

= sin(x) sin(y)

Alternative:

exp(i(x+ y))
?
= cos(x+ y) + i sin(x+ y)

exp(i(x− y))
?
= cos(x− y) + i sin(x− y)

Außerdem gilt:

exp(i(x+ y))− exp(i(x− y)) = exp(ix)(exp(iy)− exp(−iy))
?
= (cos(x) + i sin(x)) · ((cos(y) + i sin(y))− (cos(−y)︸ ︷︷ ︸

=cos(y)

+i sin(−y)︸ ︷︷ ︸
=− sin(y)

))

= (cos(x) + i sin(x)) · 2i sin(y) = −2 sin(x) sin(y) + 2i cos(x) sin(y)

⇒ cos(x+ y)− cos(x− y) = Re(exp(i(x+ y))− exp(i(x− y)))

= −2 sin(x) sin(y)

? = Euler-Formel
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Aufgabe 6

Gegeben seien die Vektoren
⇀
a :=

a10
a3

 und
⇀

b :=

b11
b3


Zeigen Sie, dass die Vektoren

⇀
a ×

⇀

b und
⇀
a +

⇀

b eine Winkel von π
2

einschließen.

Lösung
Ein Winkel von π

2
zwischen zwei Vektoren

⇀
x und

⇀
y ist äquivalent zu 〈⇀x,⇀y 〉 = 0:

cos
(π

2

)
=
[1]

0 =
〈⇀x,⇀y 〉
‖⇀x‖ ‖⇀y‖

⇐⇒ 〈⇀x,⇀y 〉 =
[1]

0

Lösungsweg 1 (rechnerisch):
Vektoren aufstellen:

⇀
a ×

⇀

b =

a10
a3

×
b11
b3

 =

 −a3
a3b1 − a1b3

a1


[1]

und
⇀
a +

⇀

b =

a10
a3

+

b11
b3

 =

a1 + b1
1

a3 + b3


[1]

Skalarprodukt berechnen:

〈
⇀
a ×

⇀

b ,
⇀
a +

⇀

b
〉

=
〈 −a3

a3b1 − a1b3
a1

 ,

a1 + b1
1

a3 + b3

〉
= −a3 · (a1 + b1) + a3b1 − a1b3 + a1 · (a3 + b3)

= −a1a3−a3b1 + a3b1︸ ︷︷ ︸
=0

− b3a1 + a1a3 + a1b3

= −a1a3 + a1a3 + a1b3 − b3a1 = 0 + 0 = 0

Lösungsweg 2 (argumentativ):

• Falls
⇀
a =

0
0
0

, so folgt
〈
⇀
a,

⇀

b
〉

= 0 sofort.

• Falls
⇀
a 6=

0
0
0

, so sind
⇀
a und

⇀

b linear unabhängig und beide nicht der Nullvektor.

⇒ ⇀
a und

⇀

b spannen eine Ebene auf, die insbesondere
⇀
a +

⇀

b enthält.

Da
⇀
a ×

⇀

b orthogonal zur Ebene und damit auch zu
⇀
a +

⇀

b steht, gilt
〈
⇀
a ×

⇀

b ,
⇀
a +

⇀

b
〉

= 0.

Lösungsweg 3:
Da das Skalarprodukt bilinear ist und ein Vektor stets senkrecht auf ein Vektorprodukt von sich selbst
und einem beliebigen anderen Vektor steht, gilt:〈

⇀
a ×

⇀

b ,
⇀
a +

⇀

b
〉

=
〈
⇀
a ×

⇀

b ,
⇀
a
〉

+
〈
⇀
a ×

⇀

b ,
⇀

b
〉

= 0 + 0 = 0.
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