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Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt:

n
Hinweis: Hak =Qay... Q.
k=1

Loésung
Beweis mittels vollstiandiger Induktion iiber n € N:

1 k
1 1 (14 1)
TA: n = 1: 1+2) =(+n)t=o=UFY
B g(+k) (1+1) 111

n 1Y 1)+t
IV: Die Annahme H (1 + —) = M gelte fiir ein n € N.
k=1 '

k (n+1)
n+1 1 k n 1 k 1 n+1
;H(HE) :LH(HE) <1+n+1)
(n+ 1)+ 1\
(n+ 1) (1 n—l—l)
_ (n4+ 1) (n2)nH
(n+ 1)  (n+1)nt
(n +2)+
(n+1)!
_ (n+2)" n+2
(n+1)! n+42
~ ((n+1) 4 1)nret
 ((n+ 1)+ 1)

IS: . n—>n+1¢

1<

Damit folgt die Behauptung nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion fiir alle n € N.
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Aufgabe 2
Gegeben sei die durch a; := 6 und a, 1 := 2 + V/a, + 4 fiir n € N rekursiv definierte Folge.
Zeigen Sie, dass die Folge {ay}, . konvergiert und berechnen Sie ihren Grenzwert.

Losung
Angenommen, die Folge wire konvergent mit Grenzwert a € R. Dann wiirde aufgrund der Grenzwertsétze
gelten

a=2+Va+d=(a-2P=a+4ea*—4a+d—a—-4=0sa*—5a=a(a—5)=0.

Folglich wire der Grenzwert entweder a = 0 oder a = 5.

Zeige nun, dass 5 < a, fiir alle n € N per vollstdndiger Induktion iiber n € N.
Induktionsanfang:n = 1

5 < a7 = 6 nach Definition.

Induktionsvoraussetzung: Gelte die Behauptung 5 < a,, fiir ein beliebiges n € N. Dann folgt fiir
n — n+ 1 (Induktionsschritt):

v
Uni1 =2+ Van +4>2+V5+4=2+3=5

nach I'V.

Die Behauptung 5 < a,, gilt also fiir n € N per Induktion.

Es wird schliefllich noch gezeigt, dass {a,, },en monoton fallend ist.
Betrachte dazu

<2, /_+_ / z__
5 25 5 a

wobei die Ungleichung < aufgrund der bereits gefundenen Eigenschaft 5 < a,, fiir n € N gilt.

Insgesamt ist also 5 < a,, und {a, },en ist monoton fallend. Damit ist {a,, } n,en konvergent und wie einleitend
bereits gezeigt muss dann der Grenzwert a = 5 sein (a = 0 < 5 nicht moglich).

Alternative fiir Monotonie:

Zeige nun, dass a, monoton fallend ist, also a,11 < a, per vollstdndiger Induktion iiber n € N.
Induktionsanfang:n = 1

a1 =6=2+4=2++/16 < 2+ /6 + 4 = a, nach Definition.

Induktionsvoraussetzung: Gelte die Behauptung a, .1 < a, fiir ein beliebiges n € N. Dann folgt fiir

n — n+ 1 (Induktionsschritt):

an+1_2—|—\/an 4 2+ an—|—4_2 1 4

v
po2 =2+ \/ap1 +4 <2+ Va, +4 = a4

nach IV.
Die Behauptung a, 1 < a, gilt also fiir n € N per Induktion, die Folge ist also monoton fallend.
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Aufgabe 3

2
Gegeben sei die Funktion f:R —R, x +— ‘

1422

(a) Zeigen Sie, dass |f(z)| < 1 fiir alle z € R gilt, d.h.

2z
< <1

VxelR.

(b) Weisen Sie nach, dass f gleichméiBig stetig ist, indem Sie zu jedem ¢ > 0 eine Zahl § > 0 derart

angeben, dass fiir alle x,y € R gilt:

o=yl <6 = |f2) = f)| < e].

Losung

(a) Wir wollen zeigen

2z
1< 7
umgeformt also
2v <1+2°  —(1+2%)<
S0< (-2  —(l+a)?<

Dies sind beides wahre Aussagen.
(b) Sei e >0 und ¢ := 2¢ sowie |z — y| < §. Dann ist

2z 2y
1)~ 100 = | o = o
|22+ 2zy? — 2y — 2ya?]
1+ +y?)

2|z — y| + 2]xyllz — y|

2
ST A1+ <5<<1 A1y

2
1+ 22

1
< —
5(2—1—2

2y
1492

(14 22)(1+y?)

)
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Aufgabe 4
Eine Funktion f: R — R ist nach Definition in zy € R stetig, wenn gilt:
Ve>0 36>0, sodass VeeR gilt: (1)
Ux—%|<5::¢f@)—f@@\<g] 2)

Verneinen Sie diese Aussage, indem Sie eine mathematische Aussage fiir ,, f ist in g € R nicht stetig®
formulieren, die aufler den Zeichen in den Zeilen (1) und (2) nur die Zeichen ,>¢  <“  A*“ und ,V*
verwenden darf.

Loésung
Eine Funktion f: R — R ist nach Definition in zy € R nicht stetig, wenn gilt:

Je>0 sodass V>0 JzeR sodass gilt:

z— x| <8 A \f@)—f@@|zg]
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Aufgabe 5
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

Geben Sie eine kurze Begriindung bzw. ein Gegenbeispiel an.

(a) In einem Skalarproduktraum V iiber dem Korper K = C gilt:

(@

_|_

y,r+y ) =|z|?+ 2~Re(<§,y>) + 1y |? firale z,yeV.

(b) Eine nach unten beschriankte Folge {b,}, .y C R, die eine konvergente Teilfolge {by, }, . hat, ist
selbst konvergent.

o
(c) Sei{an},cy, CR und f(z) = > a,2", x €R, eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
n=>0

R € (0,00). Dann ist f: [-R, R] — R wohldefiniert und stetig.
(d) Es gibt keine surjektive Abbildung ¢g: R — S! = {z eC ‘ |z| = 1}.

(e) Es gibt eine komplexe Zahl z € C mit Imaginérteil gleich —5, so dass Re (22) = (—5)°.

Losung

(a) Die Aussage ist wahr!
Uber K = C ist das Skalarprodukt (-, -) hermitsch. Es gilt:

<
=)
+
=
=

(T+9,7+9)=(z,2) + (z,9)

+
=z |2+ (z,9) +
= || @ |+ 2 Re

(b) Die Aussage ist falsch!

Def. z.B. b, := (=1)" fiir alle n € N, dann gilt b, > —1 fiir alle n € N, {b,}, .y ist also nach unten
beschrénkt.

AuBerdem ist by, = (—1)*" = 1 fiir alle n € N eine konstante, also konvergente Teilfolge von {b,}

neN’
{bn},,en konvergiert jedoch offenbar nicht.

(c) Die Aussage ist falsch!

Def. z.B. a,, := 1 fur alle n € N, Dann hat f(z) =), 2™ nach dem QK Konvergenzradius R = 1,
jedoch divergieren » 02 1 und >~ —1, wodurch f nicht wohldefiniert ist.

(d) Die Aussage ist falsch!

Def. g(p) := €?. Dann gilt |g(p)| = 1 Vo € R und Vz € S' Jp € R (bzw. 3lp € [0,27)), so dass
g(p) = z. Damit ist g surjektiv, d.h. die Aussage ist falsch.

(e) Die Aussage ist wahr!

Sei z:=z +iy € C, r,y € R, so dass y = —5. Dann gilt Re(2?) = Re(z? + 2xyi — y?) = 2* —y* =

2?2 — (—5)2 = 22 — 25 = 25 < 22 = 50. Die Gleichung ist also fiir z12 = £v/50 — 5i gelost.
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Aufgabe 6
Gegeben seien die Gerade
R R 2 2
G= yeR|y=|1]+a 0|, aeRy,
2 -1
R R -1 3
die Ebene E, :=<{ ye R3 < v, 0 > =0 sowie der Punkt X := | 2
1 2

(a) Bestimmen Sie die Hessesche Normalform der Ebene FEs, welche G und X enthilt.

(b) Bestimmen Sie den Kosinus des von den Ebenen E; und E; eingeschlossenen Winkels.

2
(c) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P:= | 1 | von der Ebene Fj.
2

(d) Geben Sie die Schnittgerade von F; und E, in Parameterform an.

(e) Wie weit liegen die Schnittpunkte S¢ € E; NG und Sy € Ey N H, wobei
1 0

H:={yecR3 5 =2 ]1+8| 2], R, , auseinander?
1 1
Loésung
N 3 2 1
(a) Fiige der Gerade G den Spannvektor v= | 2 | — | 1 | = | 1 | hinzu und erhalte E, in
2 2 0
Parameterform:
N N 2 2 1
Ey=¢yeR\y=|1]+afl 0]+v[ 1], aveR},
2 -1 0
2 1
0 1
N A ! !
Mit dem Normalenvektor ny= 5 T\ = VA —— —; =7 —;
0 |x| 1
—1 0

lautet die Hessesche Normalenform von FEs:

— — 1
E,={ yeR?® <y —1 >:—
9 V6

Sl
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(b)

(c)

(d)

(e)

Der Kosinus der Winkels ¢ zwischen den Ebenen ist gleich dem Winkel zwischen den Normalenvek-
-1 -1
toren. Dazu muss 0 | zu 771: \/Li 0 | normiert werden .
1 1

Berechne dann:

1 1 1 1 1 1
cos(p) = ( — 01, —= 1 -1 >:——1+0+2:—=—:—
(?) < 2 1] V6 9 \/12< ) V12 23 6
2 -1
Setze P in Ej ein: < 1. [ o >=—2+0+2=0
2 1
Der Abstand betragt also 0. (D.h.: P € Ey)
Die Schnittgerade verlduft in Richtung des Vektors ny x 7”72, wobei die Vorfaktoren ignoriert werden
konnen:
-1 1 1
0| x| —1 = 3
1 2 1

Da mittels (c) offensichtlich P € E; N Es, lautet eine Parameterdarstellung der Schnittgeraden:

2 1
yeR|\y= 1| +ul| 3], pekR
2 1
Setzte fiir Sg die Gerade (G in E; ein und bestimme a:
2 2 -1
< 1 +afl of, | o >=—(2+2a)—|—2—a:—3a20 s a=0
2 -1 1
2
was zum Schnittpunkt S = | 1 | fiihrt.
2

Setzte fiir Sy die Gerade H in F; ein und bestimme [:

1 0 -1
< o l+sl 2. o >:—1+1+ﬁ26:0@5:0
1 1 1
1
was zum Schnittpunkt Sy = | 2 | fiihrt.
1

Bestimme noch den Abstand der beiden Punkte, also die Norm der Differenz:

2 1 —1
SHSG‘ 1 |- 2 HH 1 VI+1+1 =43
2 1 —1

RWTHAACHEN



