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Aufgabe 1

Zeigen Sie mithilfe des Prinzips der vollstdndigen Induktion, dass fiir alle n € N gilt:

A(n) : i (Z) —on 1.

k=1

1
Hinwers: Sie kénnen die folgende Identitét verwenden: (Z) + <k i 1) = (n—;— )

Losung
IA): Uberpriife A(1):

IV): A(n) gelte fiir ein n € N.
IS:n—-n+1

k=1 k=0
n—1 n n n—1 n n
(1) @) 26) ()
k=1 k=1
— o4 (Z>¥2"+2"—1:2-2” 1=om ]
k=1

= Beh. A(n) gilt Vn € N nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion.
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Aufgabe 2
Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (a,)nen, gegeben durch

1 /n
an ::E(Z’))’ n € N.

Losung

S 1 /n\y 1 n!
" p3\3)  n33l(n—3)!

1 _1n3—3n2+2n

= @n(n—l)(n—@ 5

_1(, o3, 2y 1
6 n n? 6

n3
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Aufgabe 3
Die Folge (2, )nen, sei definiert durch

1 a
TI=a, Tppr =g xn—l—x— , n &€ Ny,
n

und es sei 1 < a € R. Priifen Sie, ob die Folge konvergiert, und bestimmen Sie ggf. ihren Grenzwert.

Losung
e Mogliche Grenzwerte:
Angenommen, (x,),en, konvergiere gegen einen Wert x € R.

1 a
= oz = limz, = lim z,;; = lim - (xn + —) (%) (%)
n—o00 n—o0 n—oo 2 n
Falls x = 0, liefert (*) keine Aussage, da der Grenzwert der rechten Seite nicht (ohne Weiteres)
bestimmt werden kann.
Falls « # 0, folgt aus (x):
1 a 1 1
T :—<x+—> s ’=-2’+-a o 2’=a & r=%+Va
2 x 2 2
Mogliche Grenzwerte sind also —y/a, 0, v/a.
e Beschrinktheit von (z,)nen,:
Induktion ist hier eigentlich nicht nétig, da die obere Schranke nicht verwendet wird und die untere
ohne Benutzung der IV folgt

es gilt: A(n) : va <z, < a. Beweis iiber vollstindige Induktion:

a>1
IA: z9=a= a < zg<a

IV:  A(n) gelte fiir ein n € Ny
IS: n—n+1. Esgilt:

2 2
1 1 1 1a? 1
(xn+1)2—a:;l(xn+i> —azzxi—ia—kza—:Z(xn—i) >0 und

Tn x2

v Va>1
xn+1=%<$n+%> <13 <a+\/% < ia+a)=a
Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behauptung.
e Monotonie von (z,)nen,:

(2n)nen, ist monoton fallend, da gilt:

Tpi1 — T, <0 & %(a:n—l—%) -2, <0 & —%xn—l—%%go & x%Za
Die letzte Ungleichung ist aufgrund der Beschrinktheit von (z,)nen, erfiillt, und somit folgt die
Monotonie.

e Aus Beschrianktheit und Monotonie folgt die Konvergenz der Folge (x,)nen,. Die Beschranktheit

schlieft die moglichen Grenzwerte 0 und —+/a aus. Daher gilt: z,, —— \/a
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Aufgabe 4

Sei f : [2,00) = R, definiert durch f(z) = Ll’ gegeben. Zeigen Sie, dass f stetig ist, indem Sie zu
I’ —
jedem xy € [2,00) und zu jedem € > 0 ein § > 0 angeben, so dass

|f(z0) — f(z)] < e fiir alle z € [2,00) mit |zg — x| < 0.

Losung
Sei xy € [2,00) und € > 0. Wihle 0 := €. Fiir x € [2,00) mit |z¢ — x| < ¢ gilt

Fw) = @) = | 2~ 70| =

<l|lz—zo| <d=¢

‘(wox—xo)—(m:o—x) B T —

(xo— 1)(z—1) ‘—‘(xo—l)(x—l)

Damit ist f stetig.
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Aufgabe 5
( (1)1
(a) Uberpriifen Sie das Konvergenzverhalten der folgenden Reihe: Z —< )" - log(n)
log(n?)
n=2
> 3 on
(b) Finden Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihe: Z nt 3—: cos(n)

n=1

1
- [log(n)] - [log(log(n))]*

(c) Geben Sie an, ob die folgende Reihe konvergiert oder divergiert: Z
n
n=2

Losung

(a) Uberpriife die Reihe zunichst auf die Anwendbarkeit des Trivialkriteriums.
(=)™ log(n) _ (=D)"log(n) _ (—21)" 40, n— oo.

log(n?)  2log(n) L : .
Wegen des Trivialkriteriums ist die Reihe divergent.
. 34 9n .
(b) Wir setzen a,, := n+3—tCOS(”) und berechnen den Konvergenzradius.
antt (n+1)3 /271 +14-cos(n+1)/27+1 3" 1
1

o . An41 o . .
1/r= ,}1320 e lr= ,}1_{20 3nF1 27 n3/27+1tcos(n)/2"

E 1 p=2/3 & r=3/2.

Der Konvergenzradius der Reihe ist 3/2.

(c) Idee: Verwende den Cauchy’schen Verdichtungssatz. Uberpriife dazu zunichst die Voraussetzungen fiir
dessen Anwendbarkeit: Setze a,, := Da log(-) monoton wéchst, ist a, eine antitone
Nullfolge mit positiven Gliedern.

Verwende den Cauchy’schen Verdichtungssatz zweifach(!) und berechne

1
n-[log(n)]-[log(log(n))]?*

b = 25+ g = o sowie
' [+]
B e 1/ log(2)
c; = 27 . b2j = j2-[10g(2'10g(2)1/j)]2 — j2-[log(2-log(2))]? "

Da die Reihe iiber 1/;2 konvergiert, konvergiert auch die in der Aufgabe gegebene Reihe.
[*] : (log(2)"/*)en wiichst streng monoton mit Grenzwert 1 fiir k — oo.

Damit ist log(2 - log(2)/*) > log(2 - log(2)) Yk € N.

Mit anderen Worten: [log(2 - log(2)'/*)]7! < [log(2 - log(2))]"!Vk € N.

Das ist aber [*].
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Aufgabe 6
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

3 3 -1
A=13 4 eR¥™® und b=| 1 | eR®
0 —1 )

—_ =N

Losen Sie dieses Gleichungssystem und bestimmen Sie den Kern der durch A induzierten linearen Abbil-
dung L : R? — R3 mit L(v) := Av.

Losung
3 3 2|-1 3 3 2 |-1 3 3 2 |-1
3 4 11 |—=-10 1 —-1,2 |]—=|01 —1] 2
0 —1 1|-2 0 -1 1 -2 00 01]0
U1
Indem wir die ersten drei Spalten dieser Matrix betrachten, erhalten wir, dass fiir Vektoren v = [ vy | € R3
U3

im Kern von A gelten muss
3v1 + 3vg +2v3 =0 und — vy +v3 =0,

also v9 = v3 und v; = —%vg. Daraus ergibt sich
-5

Kern(L)=¢r| 3 |:reR
3

Weiterhin lesen wir aus den Matrixumformungen iiber die kompletten vier Spalten ab, dass das Glei-
chungssystem Az = b mehr als eine Losung besitzt. Hierbei konnen wir eine Unbekannte frei wéhlen. Sei

X
nun also z = | 25 | € R? eine solche Losung und setze x5 = t € R. Dann ist
x3
1 1 5 7
=—(—3w9 — 223 —1)==(-3(t+2)—2t—1)= —=t — =
i) :$3—|—2:t—|—2
Der Losungsraum ist folglich
o B\ (R [
L=Xzaz= 2] eR3 To | = +t ,teR

S
w
8
w
S N
—_ =
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