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Aufgabe 1 [10 Punkte]

Zeigen Sie mithilfe des Prinzips der vollstandigen Induktion, dass fiir alle n € N, n > 2, gilt:

n—1

A(n) : Zk‘ log (k;_l) =n -log(n) — log(n!).

Losung
IA): Uberpriife A(2):

1

k+1
Z k - log (%) =log(2) = 2 - log(2) — log(2!) o.k.
k=1

IV): A(n) gelte fiir ein n € N, n > 2.

IS):n—-n+1
n+1-—1 n—1
k+1 k+1 1
Z k - log( + ) Zk log( Z )—i—n-log(nz >

= n-log(n) —log(n!) +n - (log(n + 1) — log(n))
=(n+1)-log(n+1) —log(n+ 1) — log(n!)
=(n+1)-log(n+1)— (log(n+ 1) + log(n!))
=(n+1)-log(n+1)—log((n+ 1)}

= Beh. A(n) gilt Vn € N,n > 2 nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion.
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Aufgabe 2
Untersuchen Sie, ob die Folge (a,)nen, gegeben durch

'*@ n e
=y et

konvergiert oder divergiert.

Loésung

[4 Punkte]
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Aufgabe 3
Fiir a € (0, 1) sei die Folge (x,,)nen, definiert durch

Xo:=a, Tpr:=1—+V1—x,, neN.

Priifen Sie, ob die Folge konvergiert, und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

Losung
e Mogliche Grenzwerte:
Angenommen, (x,),en, konvergiere gegen einen Wert x € R.

= z=lmz,=lmz, 1 =lml—y/1—-2,=1—+V1—-2
n—oo n—o0

n—0o0

= 1l—-z=(1-2)? & x=0oder x = 1. Beides sind mogliche Grenzwerte.
e Beschrinktheit von (z,)nen,:

Zeige 0 < x, < 1 Vn € N mittels vollstdndiger Induktion

IA: zg=a€(0,1) VvV

IV: 0< a2, <1 gelte fir ein n € Ny

IS: n—=n+1 Esgilt:

v

Tpi1=1—y1—2,<1—+1—-1=1,und
1A%

Tpi1=1—+v1—2,>1—-+/1-0=0.

Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt die Behauptung.
e Monotonie von (z,)nen,:

(n)nen, ist monoton fallend, da gilt:

Tp1—Tpn=1—1—z,—2, =1 —12,)—V1—2, <0,

da (1 —z,) € (0,1) und daher (1 —z,) < /1 — .

Somit folgt die Monotonie.

[10 Punkte]

e Aus Beschrénktheit und Monotonie folgt die Konvergenz der Folge (2, )nen,. Die Monotonie schliefit

eine Konvergenz gegen 1 aus. Daher ist der Grenzwert 0.

@ /' RWTH
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Aufgabe 4

[7 Punkte]

Sei f:[1,00) — R, definiert durch f(x) = %, gegeben. Zeigen Sie, dass f stetig ist, indem Sie zu jedem
xo € [1,00) und zu jedem € > 0 ein § > 0 angeben, so dass

Losung

|f(z0) — f(x)] < e fiir alle z € [1,00) mit |zg — x| < 0.

Sei zp € [1,00) und € > 0. Wahle § := e. Fiir 2 € [1,00) mit |xg — x| < J gilt

Damit ist f stetig.

@ /' RWTH
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Aufgabe 5 [11 Punkte]
s P Lo (21" - log(n)
(a) Uberpriifen Sie das Konvergenzverhalten der folgenden Reihe: E W .
og(n
n=2

o = (qa)"
b) Gegeb die Reih > 0.
(b) Gegeben sei die elenz:1 % . q
i) Bestimmen Sie die Menge K aller x € R, fiir die die Reihe konvergiert.
ii) Bestimmen Sie die Menge D aller x € R, fiir die die Reihe divergiert.

o0

3" - n!
(c) Konvergiert die folgende Reihe: Z i
n=1 n"
Loésung
(a) Setze a, := W. Beachte, dass man den Bruch kiirzen kann, und erhalte die Form
a, = (—=1)"- @ . log(+)~! ist monoton fallend gegen Null. [2]
Mit dem Leibniz-Kriterium folgt, dass die Reihe konvergiert. 1]
(b) Die Z @ konvergiert genau dann, wenn die Reihe Z (qx)" konvergiert. 1]
q
n=1 n=1
Berechne den Konvergenzradius: 1/r = ¢"™'/q" =q & r=1/q. 1]
Betrachte die Randpunkte des Intervalls [—1/q, 1/q]:
Fiir —1/q und 1/q divergiert die Reihe wegen des Trivialkriteriums. 1]
Damit gilt:
i) K= (=1/g,1/q). [1]
i) D=R\(-1/¢,1/q). 1]
(c) Setze a, := 22 und verwende das Quotientenkriterium. 1]
li — | 3"+1~(n+1)! nn
B any1/an = i Zoont
= nlggo?) : m LS VL 3/e > 1. Die Reihe divergiert. [2]
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Aufgabe 6 [12 Punkte]
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit
1 2 3 1
A=[3 -6 —1]eR” und b= 1] R’
-1 4 2 0

Losen Sie dieses Gleichungssystem und bestimmen Sie den Kern der durch A induzierten linearen Abbil-
dung L : R? — R3 mit L(v) := Av.

Losung
1 2 31 1 2 3 1 1 2 31
3 -6 -1|1 |—=10 —-12 =10 -2 | =10 6 5|1
-1 4 210 0 6 5 1 0 0 0]0
[4]
U1
Indem wir die ersten drei Spalten dieser Matrix betrachten, erhalten wir, dass fiir Vektoren v = | vo | € R3
U3
im Kern von A gelten muss
v1 + 209 + 3vg = 0 und 6vy + Svg = 0,
also vy = —%v3 und vy = —gvg. Daraus ergibt sich
-8
Kern(L)=q¢r|-5]:reR». [4]
6

Weiterhin lesen wir aus den Matrixumformungen iiber die kompletten vier Spalten ab, dass das Glei-
chungssystem Ax = b mehr als eine Losung besitzt. Hierbei konnen wir eine Unbekannte frei wahlen. Sei
T
nun also £ = | 22 | € R? eine solche Losung und setze x5 = t € R. Dann ist
T3

1 1 1
1 1
——(=bas+ 1) = (=5t + 1).
T2 6( r3+1) 6( +1)

Der Losungsraum ist folglich

2 —4

T il 3 3
L=Rz= (x| eR: o] =[5s]|+t|-2] . teR}. [4]

T3 T3 0 1
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