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Aufgabe 1 [10 Punkte]

Zeigen Sie mithilfe des Prinzips der vollstandigen Induktion, dass fiir alle n € N, n > 2, gilt:

n—1

A(n) : Zk‘ log (k—;—l) =n -log(n) — log(n!).

Losung
IA): Uberpriife A(2):

1

k+1
Z k - log (%) =log(2) = 2 - log(2) — log(2!) o.k.
k=1

IV): A(n) gelte fiir ein n € N, n > 2.

IS):n—-n+1
n+l-1 n—1
E+1 E+1 1
Z k - log( + ) Zk log( Z )—i—n.log(nj; >

= n-log(n) —log(n!) +n - (log(n + 1) — log(n))
=(n+1)-log(n+1) —log(n+ 1) — log(n!)
=(n+1)-log(n+1)— (log(n+ 1) + log(n!))
=(n+1)-log(n+1)—log((n+ 1)}

= Beh. A(n) gilt Vn € N,n > 2 nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion.
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Aufgabe 2

(a) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (a,)nen, gegeben durch

1 /n
Qp, 3—$<3>, n € N.

(b) Untersuchen Sie die Folge (a,)nen, gegeben durch
ap = VINZ+6—3n, neN,

auf Konvergenz gegen Null.

Losung

(a) Man hat

1 /n 1 n!

= ﬁ(:&) = 33l —3)!

1 1n3 —3n%+2n

1 1
:—(1———{——2)—>—, fiir n — oo.
n o n 6

(b) Man hat

0<a,
In? + 6 — 9In?

- VIn2 4+ 6+ 3n
6
VM2 16+ 3n
6
n(/9 1 6/n2 + 3)

1
< — —0, fiir n — oo.

n

[8 Punkte]
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Aufgabe 3 [10 Punkte]

(a) Sei f: R — R eine Funktion. Geben Sie das (e, d)—Kriterium der Stetigkeit von f in einem Punkt
zo € R an.

(b) Gegeben sei die Funktion g : [0,00) — R, definiert durch g(z) := /x.
Zeigen Sie mit dem (e, d)—Kriterium dass g stetig auf [0, 00) ist.

(¢) Untersuchen Sie die Funktion A : R — R, definiert durch

er~1 firz < 1
h(l’) — 02 fiirle
3(xz—1) ’

auf Stetigkeit.

Loésung
(a) Die Funktion f ist stetig in einem Punkt 2y € R, falls
Ve >0 30 =6(xg,e) >0, sodass aus |z — x| < 6 folgt |f(z) — f(zo)| < e.
(b) Sei e > 0 und zg € [0, 00).
1. Fall: o = 0 dann wihle ¢ := €2, Dann gilt fiir alle z € [0, 00), mit < § sofort
l9(x) = g(0)| = Vo < Vi =e.
2. Fall: 2y € (0,00) in diesem Fall wihle 0 := /x, - €, dann gilt fiir alle z € [0, 00), mit |z — zo| < §

l9(z) — g(z0)| = |V/& — /|

NG

< |z — x| -

1
vV Zo
<&,

damit ist g stetig auf [0, c0).

(c) Da die Exponentialfunktion stetig ist, ist h auf dem Bereich (—oo, 1) stetig. Weiter sind rationale
Funktionen stetig auf ihrem Definitionsbereich. Da aus > 1 auch 3(z — 1) > 0 folgt, ist h auch auf
dem Bereich (1, 00) stetig. Man muss also nur noch die Stetigkeit im Punkt x = 1 untersuchen. Man
hat

lim h(z) = lime* ! = €° = 1, sowie

z 1 z 1
2 -2 -1 2 2
limh(x):lim—x e = lim (z—-1(z+2) zlimij =1
2N\ 1 N1 3(x—1) =1 3(z—1) N1 3

Da aber (1) =0# 1= lirr% h(z) gilt, ist A im Punkt = = 1 nicht stetig.
T—r
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Aufgabe 4
“n?-2n+1
(a) Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der folgenden Reihe: Z — -
ot n— 2
- 1
(b) Berechnen Sie den Grenzwert der folgenden Reihe: nz; SR —

Hinweis: Berechnen Sie den Grenzwert, indem Sie zunéchst in dem Ausdruck A}im E
— 00
n=>5

[8 Punkte]

N 1

n?2+5m+6

die endliche Summe mittels Partialbruchzerlegung umschreiben (,, Teleskopsumme “).

Losung
22 1
(a) Setze a, := w Mit den Grenzwertsétzen gilt lim a, = lim % =1#0.
nZ—n—2 n—00 n—oo 1=1/n=2/n
Da a, keine Nullfolge ist, ist die Reihe divergent.
— 1 - 1
b _ = .
( );n2+5n+6 —~ (n+2) (n+3)
1 1 1 1 1 n+3 n+ 2
NR: — = , denn — = .
n+2 n+3 n+2)-(n+3) n+2 n+3 Mm+2)-n+3) n+3) (n+2)
N

Betrachte Partialsummen: Z

1 Yo
(n+2)-(n+3) :Zn+2

n=>5 n=>5 n=>5
N N+1
1 1 1 1 1
= — = — — = fiir N — oo.
nz;n+2 ;n+2 542 N4+1+2 7’ o >0
> 1
Damit: _ =1/7.
amt ;n2+5n+6 /
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