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LA\ Aufgabe 1 [6 Punkte]

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
(a) Das Standardskalarprodukt < .,. >: C x C — R ist linear in beiden Komponenten.

(b) Das geometrische Mittel zweier nichinegativer Zahlen a und b € R ist echt kleiner als das
arithmetische Mittel dieser Zahlen.

(¢) Sei V # {0} Vektorraum iiber dem Korper K und 66 V' der Nullvektor. Dann gibt es
mindestens einen Vektor v€ V, sodass 0 und v linear unabhingig sind.

(d) Jede stetige Funktion f: [a,0} — R mit Wertebereich W(f) C [@, b] besitzt mindestens
einen Fixpunkt.

(e) Sei K ein Korper mit Verkniipfungen ..+ und . Dann hat jedes = € K inverse Elemente
beziiglich ,,+ und ..

(f) Jede beschriinkte Folge {an}, cn € R besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Hinweis: Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen.
Minimalpunktzahl fir Aufgabe 1 ist O Punkte. Begriindungen sind weder notig, noch erwiinscht.

Lﬂ Aufgabe 2 [6 Punkte]

Man zeige, dass fiir alle n € N gilt:

S k(R) = (Dl — 1
k=1

(a) (4 Punkte)
Berechnen Sie den Grenzwert von

Aufgabe 3 [9 Punkte]
Lg)

-1
(334 + 10%2% — 64 cos‘m(a:)) : ($4 + 10822 + 10'%2* + 1)

fiir £ — oc.

(b) (5 Punkte)
Berechnen Sie lim g(z) fur
%70

Bitte wenden!!
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Aufgabe 4 [12 Punkte]

Sei

log(l+2%), fir —4<z<0

fz) = sin{2z)
2z - z!

fiir 0<ax<4

Man zeige, dass f in xg := O stetig ist, indem man zu jedem & > 0 ein § = dple, zo) > 0 so angibt,
dass gilt:

|z — @o| < b0 = [f(z) — flzo)]| < &

Aufgabe 5 - [12 Punkte]

Bestimmen Sie den Konvergenzradius folgender Potenzreihen

> 2n 4+ 1
{a) Z on ( ) " . (6 Punkte)
n=0 n _ :
o2
n° + 1
(b) >, e (6 Punke)
n=0 :

Aufgabe 6 [9 Punkte]

Die lineare Abbildung L: V — W sei beziiglich der Basis B = {vj,vg) in V = W = R? durch
die Matrix A € R2*?2 dargestellt:

(). me(0)- (32

Berechnen Sie die L darstellende Matrix beziiglich der Einheitsbasis C = {ej,e2) in V und W und -
geben Sie ker(L) und im{L) an.
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L/\q_ Aufgabe 1 [6 Punkte]

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

(a) Jede Funktion f: (a,b) — R, die Lipschitz—stetig ist, ist auch gleichmiiBig stetig.
(b) Firalle A € R**?, n > 2, kommuticren 4 und exp(A4), d.h. A exp(A) = exp(4) A.

(¢) Die Losungen v = u(t) € R™ von »' = Au, t € R, fir eine vorgegebene Matrix
AeR**" n > 2, bilden einen n—dimensionalen Vektorraum.

b
(d) Das Integral I: Cyla,b] = R, f I{f) := [ f(z)dz isteine lineare Abbildung auf dem
Vektorraum der stlickweise stetigen Funktionen.a

(e) Sei A€ R* ™ n > 2. Dann existiert eine untere Dreiecksmatrix L mit simtlichen Eintrigen
auf der Diagonalen gleich 1 und eine obere Dreiecksmatrix R, sodass A = L R.

(F) Sei f: R — R stetig. Dann hat das Anfangswertproblem ' = f(u), u(0) = 0, eine
eindeutige Losung.

Hinweis: Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen.
Minimalpunktzahl fiir Aufgabe 1 ist O Punkte. Begriindungen sind weder notig, noch erwiinscht.

U\% Aufgabe 2 [9 Punkte]

Sei
-1 1 2
A = 0 1 0 |erdx3.
4 0 1

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Basen der zugehérigen Eigenrdume von A.

1A\ Aufgabe 3 [9 Punkte]

Man berechne mit de 1’Hospital

. arsinh(z) — =
lim ——————.
e-0 g2 41 — 1

Hinweis: arsinh (z) = log (3: + Vaz? + 1) , TER

Bitte wenden!!



L/\% Aufgabe 4 [13 Punkte]

(a)} (4 Punkte)
Berechnen Sie folgendes Integral:

w/2 3

- cos(z)
Df snl() + 2%

{b} (9 Punkte)
Existieren folgende uneigentliche Integrale?

1

f | t?‘jﬁ%’) dx (4 Punkte)

und

o0
/ sin(z) - cos(x) e (5 Punkte)

Jz

1

L’\‘“ Aufgabe 5 [9 Punkte] .

Mit Hilfe der Taylorformel beweise man

z? firalle z€{-2,2].

b |

arctan (z) — sin(z)| <

L’\S\ Aufgabe 6 [8 Punkte]

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Differentialgleichung fiir v = u(z):

PP |
v+ 2lu=2%e", zeR
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Aufgabe 1 [6 Punkte]
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

(a) Das Standardskalarprodukt < .,.>: € x C —> R ist linear in beiden Komponenten.

(b) Sei AeR"*™ n > 2. Dann existiert eine untere Dreiecksmatrix L mit s&mitlichen Eintrigen
auf der Diagonalen gleich 1 und eine obere Dreiecksmatrix R, sodass A = L. R.

(c) Jede beschrinkte Folge {an}, .y C R besitzt mindestens einen Haufungspunkt.
(d) Jede Funktion f: (a,b) — R, die Lipschitz—stetig ist, ist auch gleichm#Big stetig.
(e) Fiiralle A€ R"*", n > 2, kommutieren A und exp(A4), dh. A exp(A) = exp(A4) A.

(f) Sei f: R — R stetig. Dann hat das Anfangswertproblem «' = f(u}, »(0) = 0, eine
eindeutige Losung.

Hinweis: Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen.
Minimalpunktzahl fiir Aufgabe | ist O Punkte. Begriindungen sind weder nétig, noch erwiinscht.

Aufgabe 2 {4 Punkte]

Berechnen Sie Real- und Imaginirteil der folgenden komplexen Zahl

(ﬂ + m)”
s

Aufgabe 3 [12 Punkte]

Sel log(l 4-z%), fir —4 <z <0
o= siu(2z) fir O0<zxz <4
2/ -z’ _

Man zeige, dass f in xg := 0 stetig ist, indem man zu jedem € > 0 ein §y = (e, o)} > O so angibt,
dass gilt:

|z — @] < do = |f(z) - flzo)| < ¢

Aufgabe 4 [6 Punkte]

Bestimmen Sie den Konvergenzradius folgender Potenzreihe

°°2n(2n+1) .
E' X .
n=0

n

Bitte wenden!!



L’\{% Aufgabe 5 [6 Punkte]

Sei (P, < -, - ) der Skalarproduktraum der Polynome vorn Grad héchstens eins und

< p, g > = /p(:c) g(z) dz
0

fir p,q € P, . Berechnen Sie mit Hilfe .dés Gfam—Schmidt—Verfahren_s aus der Standardbasis £ = {1,z}
von P eine Orthonormalbasis.

L)V“ Aufgabe 6 [8 Punkte]

Sei
-1 1 2
S A = 0 1 0 | eR3*3.
0 0 1

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Basen der zugehérigen Eigenriume von A.

L)\cl Aufgabe 7 [9 Punkte]

Man berechne mit de 1’ Hospital

b (2) —
i 2sin (z) z
- x—0 2 +1-1

Hinweis: arsinh (z) = log (a: + Vz? + 1) , zeR

Aufgabe 8 [4 Punkte]

LAY

Berechnen Sie folgendes Integral:

Aufgabe 9 [9 Punkte]
)

Mit Hilfe der Taylorformel beweise man

z? firalle z€[-2,2].

N gl

arctan (z) — sin(z)| <

L /\5\ Aufgabe 10 [8 Punkte]

Bestimmen Sie die I.dsungsmenge der Differentialgleichung fiir v = u(z):

P 1
w4 2?u =z2%e™, zeR
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Lﬂ Aufgabe 1 [6 Punkte]

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
{a) Das Standardskalarprodukt < .,. >: € x C — R ist linear in beiden Komponenten.

(b) Sei A cR**™ n > 2, Dann existiert eine untere Dreiecksmatrix L mit simtlichen Eintriigen
auf der Diagonalen gleich 1 und eine obere Dreiecksmatrix R, sodass A = L - R.

(c) Jede beschrinkte Folge {an}, .y C R besitzt mindestens einen Hiufungspunkt.
(d) Jede Funktion f: (a,b) — R, die Lipschitz-stetig ist, ist auch gleichma8ig stetig.
(e) Fiiralle A € R"*™ n > 2, kommutieren A und exp(A4), d.h. A exp(A) = exp(4) A.

() Sei f: R — R stetig. Dann hat das Anfangswertproblem v’ = f(u), u(0) = 0, eine
eindeutige Losung.

Hinweis: Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen.
Minimalpunktzahl fiir Aufgabe 1 ist O Punkte. Begriindungen sind weder ndtig, noch erwiinscht.

L‘)S Aufgabe 2 [6 Punkte]

Man zeige, dass fiiralle n € N gilt:

Zn:k-(k!) =(n+ 1) -1
k=1

\2) Aufgabe 3 [9 Punkte]

(a) (4 Punkte)
Berechnen Sie den Grenzwert von

-1
(:ﬂ4 + 10%2 — 64 cos‘m(a:)) : (9:4 + 10623 + 101922 + 1)
fiir x — co.

(b) (5 Punkte)
Berechnen Sie lim g{x) fiir
z 70

ol

g{z) :=2+:c(1+—;%) , & # 0.

Bitte wenden!!



LL“

L«%

L’\%

Aufgabe 4 [12 Punkte]

10g(1+a:2), fir - 4<z<90

Sel f@) = sin(2z)

W, fiir O<ax <4
Man zeige, dass f in zg := 0 stetig ist, indem man zu jedem € > 0 ein § = (e, zp) > O so angibt,
dass gilt:

|z —zo] < b0 == |[f(z) ~ flzo)| < ¢

Aufgabe 5 [12 Punkte]

Bestimmen Sie den Konvergenzradius folgender Potenzreihen

o0 on + 1

(a) 3y om ( ) " . (6 Punkte)
m=() 7
x 2

®) PR (6 Punkte)
n=0

Aufgabe 6 [6 Punkte]

Sei (P, < -, - >) der Skalarproduktraum der Polynome vom Grad hchstens eins und

1
<pg> = f p(z) q(z) dz
0

fiir p,g € P;. Berechnen Sie mit Hilfe des Gram—Schmidt~Verfahrens aus der Standardbasis £ := {1,x}
von P; eine Orthonormalbasis.

Aufgabe 7 [18 Punkte]
(a) (8 Punkte)

Sei
-1 1 2
A = 0 1 0 {eRrdx3,
0 0 1

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Basen der zugehérigen Eigenrdume von A.

(b) (8 Punkte)
Diagonalisieren Sie A, indem Sie eine invertierbare Matrix S € R3*3 und eine Diagonalmatrix
D e R3*3 angeben mit
A=S8DS.

(¢) (2 Punkte)
Berechnen Sie A2006,

Bitte wenden!!



L‘\‘% Aufgabe 8 [9 Punkte]

Man berechne mit de 1"Hospital

arsinh (z) — =
e=0 /z2 ¥ 1 — 1

Hinweis: arsinh (z} = log (z + vVz? + 1) , TER

L’\%\ Aufgabe 9 [13 Punkte]

(a} (4 Punkte)

Berechnen Sie folgendes Integral:
w/2

cos(z) -
of sin?(z) + 2 ¢

(b) (9 Punkte)
Existieren folgende uneigentliche Integrale?

1

tan(z)
/ Tz dx (4 Punkte)
0
und
7 sin(z) - cos(z)
1/ g (5 Punkte)

L/\% Aufgabe 10 [9 Punkte]

Mit Hilfe der Taylorformel beweise man

5
arctan (z) — sin(z)] < 3 2 firalle ze[-2,2.

M‘% Aufgabe 11 [8 Punkte]

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Differentialgleichung fiir v = wu(x):

- 1
W+ 22y =22, zeR
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