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Aufgabe 1

Gegeben sei die Matrix
0 4 —10 4
M:=[0 1/2 -2 2] R
0 -2 2 4
Mit der Definition
L) :=M-¢  fir 7eR?

induziert M eine lineare Abbildung L : R* — R3.
(a) Bestimmen Sie den Rang von M sowie die Dimensionen von im(L) und ker(L).
(b) Geben Sie Basen fiir ¢im(L) und ker(L) an.

Losung
(a) Um Rang und Dimensionen angeben zu kénnen, fithren wir den Gau$-Algorithmus durch:

0 4 —10 4\ (0 4 —10 4 0 4 -10 4
0 1/2 -2 o UL (o 32 3 o XML o —3/2 3 0] =N
o -2 24/ "1 \o -6 12 0 0 0 0 0

Hier liest man rg(M) = 2 ab.
Auflerdem gilt: dim(im(L)) = rg(M) = 2.
Mit dem Dimensionssatz folgt dim(ker(L)) = dim(R*) — dim(im(L)) = 2.
(b) Eine Basis fiir im(L) lesen wir ab; es sind zwei linear unabhéngige Spalten der Matrix M:

4 —10
im(L) = span 2], -2
—2 2

Um eine Basis von ker(L) zu erhalten, fithren wir einen weiteren Gauf-Schritt durch:
0 -2 4

0 -1 2 0| =:N.
25— \og 0 0 0

N I+(8/3)11

Nun lesen wir ab:

1 0
0 2
ker(L) = span ol 1
0 1/2
Alternative zur Bestimmung einer Basis des Kerns von L:
. 1 =2 o . /0 1 0 -4
" 00 1 —2| o 0 1 -2
[I:=(=1/2)I \ o 0 0 0 0 0 0
Ablesen:
[ 0
0 A

—_
()
[E—
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Aufgabe 2

Vorgelegt sei die Funktion f : (0,00) — R, definiert durch f(x) := log(x), = > 0.

(a) Berechnen Sie das dritte Taylorpolynom T3(x; 1, f) der Funktion f um den Entwicklungspunkt xy = 1.
(b) Bestimmen Sie eine Umgebung U von zy = 1, so dass die Abschéitzung

[log(a) — Ty(as1, f) | < 107
fiir alle z € U erfiillt ist.

Loésung
(a) Die Taylor-Formel liefert:

wobei log® := log .
Weiter gelten
e log(l)=0
und fiir x > 0
e logW(z) =1/,
e log?(z) = —1/2% und
o log®(z) =2/a3.
Einsetzen liefert:

-1 1
Ts(z;1, f)=(x— 1)+ 7(33— D2+ =(r—1)P° =2 - Z2* + 32 — —.

(b) Nach Restglied-Formel gilt

| log(x) = Ta(ws 1, )| = [6- & — = -1

fiir ein £ zwischen 1 und z.
Wihle U = (9/10,11/10).
1

1 1 1 1 1
Dann gilt einerseits:

< = < = = <1
4-6474-09% 4.0,812 7 4-0,8 4-0,64 2,56
Andererseits ist |z — 1|* < 107 fiir z € U.
Damit ist die Abschétzung bewiesen.
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Aufgabe 3

Berechnen Sie das unbestimmte Integral dt, 0 < |t| < 3.

1
/t2-\/m

Losung
Wir berechnen

R S -
t2.4/9 -2 3) 2.\ /1—(/32
Mit der Substitution ¢/3 = sin(z), dt = 3cos(z)dx

erhalten wir, wegen /1 — (t/3)? = cos(x),

1 1

1 1
_ — . d ) — _ - d A )
<*) 3 / 9 Sln2 (:L') . ggs,ex’)/ W xlz:arcsln(t/3) 9 / Sln2 (l,) l"z:arcsm(t/B)

Eine Stammfunktion von sin™? ist laut Skript (— cot).
Nachrechnen: [— cot(z)]" = [— cos(x)/sin(z)] =

1
Also gilt fir 0 < |¢] < 3: /—dt = _

1
29— 9

Bemerkung: Der letzte Ausdruck lasst sich vereinfachen zu

Vo—12

9t

cot(arcsin(t/3)) + ¢, c € R.

+c, c€eR.

—(—sin®(z) — cos?(z))/ sin®(z) = sin"?(x).
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Aufgabe 4

Entscheiden Sie, ob das uneigentliche Integral dx konvergiert; begriinden Sie die Entscheidung.

=

Losung
Falls Konvergenz vorliegt, so gilt fiir jedes feste ¢ € (2, 00):

dx +

1 1 1
e dr= [ —— dz
2/\/x3—8 2/\/x3—8 /\/a:3—8

Wir betrachten die beiden Summanden auf der rechten Seite getrennt und stellen fest:
o P —8=(x—2)(2*+20+4)>(z—2)(22+2-2+4) = 12(z — 2).
1 1

e Deshalb: < . .
Vi3 —8 T V12 Vr -2

Damit:

1 1 1
——dzx < dx
2/\/91:3—8 _\/12/\/9[:—2
y z—2
dy dx «/
Das letzte Integral konvergiert laut Vorlesung.

AuBlerdem gilt:

dz, da fiir ¢ hinreichend grof gilt: 8 < /2 V z > ¢,

ro I
— dze < | ———
/\/:E3—8 _/\/x3—x3/2

[

Das letzte Integral konvergiert laut Vorlesung, liefert also wieder eine konvergente Majorante.

Alternativlosung zum Integral

2

(11 = hm

/ﬁ

2+4¢

< lim dz, daz>2=3/2-22>1
T =0 / /7 ' / —
2te
= lim Va3 — 8 ' = Ve = 8.
e—0 r=2+¢
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Aufgabe 5
Gegeben sei die Matrix

R 1 1 2%x2
a4 Demn

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte \; € C, j = 1,2, und die zugehérigen Eigenvektoren ¢; € C?, j = 1,2,
der Matrix A.

(b) Geben Sie fiir das homogene Differentialgleichungssystem ' = A-u ein Fundamentalsystem (d.h. eine
Losungsbasis) von komplexwertigen Losungen u : R — C?, ¢ — u(t), an.

(c) Bestimmen Sie unter Zuhilfenahme des in Aufgabenteil (b) berechneten komplexwertigen Fundamen-
talsystems ein reellwertiges Fundamentalsystem von Losungen v : R — R?, ¢ — v(¢), von v = A - v.

(d) Skizzieren Sie das qualitative Verhalten der reellwertigen Losungen von v = A - v in einem Phasen-
portrait in der (v, v9)-Ebene.

Losung
(@) det(A—X-1)=0 &  (1-A2+41=0 &  Ay=1+i

A—M\ -1 = (__12 _t) . Man liest den Eigenvektor ab: v, = (t) )
A—DXy -1 = _1Z 12 . Man liest den Eigenvektor ab: v, = _i

(b) Ein komplexwertiges Fundamentalsystem ist nach Satz 7.2.10 bzw. Definition 7.2.11 gegeben durch

ul(t):exp((l%—i)t)-(t.) und uz(t):exp((l—i)t)-<_i).

(c) Ein reellwertiges Fundamentalsystem erhélt man, indem man eine der beiden Funktionen w; und us
in Real- und Imaginérteil aufspaltet. Wir wéhlen wuy:
B : y o y cos(t) + i - sin(t)
ur(t) = exp((1 +4)t) (Z) = e [cos(t) + i - sin(t)] (z) =e (—sin(t) +iecos(t))
Nun gilt: Die Funktionen v; 5 : R — R?, definiert durch
o e cos(t) o o sin(t)
v1(t) := Re(uy(t)) = e (_ sin(t)) und  wve(t) :=Im(uy(t)) =e (Cos(t) ,
bilden ein reellwertiges Fundamentalsystem.
(d) Skizzen (links: exakt, rechts: auch ok!):

V2 V2

28

1 \iJ (%1

Bemerkung: ||v1]|, ||v2]] — oo fiir ¢ — oo.
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