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Aufgabe 1

Sei f : [a,b] — R stetig und zweimal stetig differenzierbar in (a,b). f habe mindestens drei verschiedene
Nullstellen. Zeigen Sie, dass die zweite Ableitung von f mindestens eine Nullstelle hat.

Losung
Seien x1, o, x3 drei verschiedene Nullstellen von f. (E gelte 1 < 2o < x3. Mit dem Mittelwertsatz
existieren & € (x1,2z2) und & € (zg, x3) mit

0=0-0= f(za) = f(z1) = f(&)(xa —21) und 0=0—0= f(rz) — f(22) = f(&) (23 — 72).

Da 21 < x5 < x3 gilt, muss auch & < & gelten. Weiterhin muss f'(&§;) = f'(&2) = 0 sein.
Wendet man nun den Mittelwertsatz auf f’ an, so erhdlt man:

Jy € (§,&) mit 0= f'(&) — f(&) = f'(y) (& — &)

Daa < & < & < b gilt, ist das die Behauptung.
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Aufgabe 2
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, sofern sie existieren:
222 —x—15 . e —e T
(@) lim =5 —5— ()l PR
Losung
(a) Seien f(z):=22* — 2z — 15 und g(z) := 2? — 9. Dann: lim flz)= lim g(z) = 0.
Tr—r Tr—r

Also ist der Grenzwert hr% Nz E 3 vom Typ ,,0“.

Um die Regel von de ’'Hospital anzuwenden, betrachte f’(a:) =4dzr —1, ¢'(z) = 2x.
!/

: / . . £L‘)__ 41’—1 11
Dann1stg(x)7£0furallex€(3 £,3+¢)\ g()—il_rg e = 6

= hm (=) existiert, also gilt nach der Regel von 1'Hospital, dass auch der Grenzwert 111% )

f(=)
’( ) g(x)
! 11
und es gilt lim —= /() = lim M = —.
z—3 g( ) z—3 g/( ) 6
(b) lim &= p e R, ist vom Typ ,,2%. Mit f(z) := e’ — ¢~ und g(z) := sin(5z) folgt

»—0 sin(5z)
f(x) =peP* +e7*, ¢'(x) =5cos(bx) #0 fir x € (—¢g,¢), 0 <e << 1.
/ pepz +e @ P +1
= ]11m =
20 g'(z)  2-0 5cos(5x) 5
Da der letzte Grenzwert existiert, existieren nach der Regel von I’Hospital auch alle davor, und es gilt

lim M = lim f'(z) = ]il

z—0 g(x) z—0 g’(x) 5

existiert,
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Aufgabe 3
1
(a) Berechnen Sie das Integral / log(1 + 2?) dx.
0

i arsmh( )

o V9 +1:2

1
Berech Sie fiir b > 2 das Int | d
(c) Berechnen Sie fur as Integra /2 CEN R x

1
(d) Untersuchen Sie, ob das uneigentliche Integral /2 CE RS

(b) Berechnen Sie das Integral dx.

dx konvergiert, und bestimmen

Sie ggf. den Wert des Integrals.

Losung L ) B N )
(a) Mit partieller Integration erhilt man Jo log(1+a%) dz =z -log(1 +x )’ - fo Z - 1+x2 - (2z) dz
142
=1- log(1+1 -2 f et dy
10g -2 fo - 1+12
1
0g(2) — 2 (z — arctan(z))
0
log(2) —2- (1 — arctan(1)) +2-0
log(2) 2+ 1
(b) Es gilt
2 arsinh(%) dr — 3 arsinh(%) I
fO V9+22 0 3\/@ Vi .

Wir substituieren £ = sinh(t), do = 3 cosh(t) d¢t und verwenden cosh®(t) — sinh?*(¢) = 1. Man erhélt

aresinh(3) o cinh(sinh(£)) dt = arcsmh Dy dt = s (arcsinh(}))?.
. 1

(c) Wir verwenden zunéchst Partialbruchzerlegung, um den Integranden umzuschreiben.
Wiéhle den Ansatz

1 _ A + Bx+4-C
(z—1)-(z241) — z—1 1+z2 °

Dann ergibt sich

Damit folgt nun

fbédx:

2 (z—1)-(z2+1) 2 z—1 1+22 1+22

log(z — 1) — 1 log(1 + z?) — arctan(a:)}g

[
(log(b — 1) — Llog(1 + b*) — arctan(b)) + +log(5) + & arctan(2).

NI= NI= N

(d) Fiir x > 2 hat man

1 1 2
T D@D S T S @

Da das Integral 2 f2 ; dzx konvergiert, liefert das Majorantenkriterium auch die Konvergenz des
Integrals f2 xl—xQHd.fL'
Um den Wert zu berechnen, verwende Teil (b).

lim £ (log(b— 1) — §log(1 + b?) — arctan(b)) + 1 log(5) + 3 arctan(2)
b—o0

= blim : (log(\/%) — arctan(b)) + 1log(5) + 3 arctan(2)
—00
=0— 2+ 11og(5) + 3 arctan(2).

Es ist natiirlich auch moglich direkt den Wert zu berechnen und damit die Existenz zu zeigen.
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Aufgabe 4
Losen Sie das folgende separable Anfangswertproblem:

e~ cosh(t)
U (t) = 0 , te(mo0),

u(m) = /log(sinh(r)).

Losung

Setze tg = m und up = /log(sinh(m)). Wir berechnen

u(®) 2 27 ul(?) 2 2 2
/ 2ue™ du = [e“ } = )" _ oo — oul®)” _ sinh(7)

o u=ug

und
/ " cosh(z) d = [sinh(2)]" = sinh(t) — sinh(to) = sinh(t) — sinh(r).

t() xIt()

Gleichsetzen liefert

¢"®” —sinh(r) = sinh(t) — sinh(7) < u(t) = \/log(sinh(t)).
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Aufgabe 5
Die Funktionenschar f, : R? — R sei fiir a > 0 gegeben durch f,(z,y) := 2% — 3® — 12a’%xy.
Bestimmen Sie, in Abhéngigkeit von «, alle kritischen Punkte von f,, und geben Sie deren Typ an.

Losung
fa ist als Produkt bzw. Summe zweifach stetig diff’barer Funktionen zweifach stetig diff 'bar.
Fiir die partiellen Ableitungen gilt:

0 )
E falz,y) = +32% — 1202y, y fa(z,y) = —3y* — 1202,
82 82
@ foz(x?y) = +06x, 8_y2 fa(:c,y) = —6y und
o , 0?
mfa(%y) = —120" = By fol,y).

Mit der notwendigen Bedingung fiir kritische Punkte,

0 0
3_x fa(xvy) - a_y f&<x7 y) - 07
erhélt man das Gleichungssystem

+32?% = 1202y,
—3y? = 12a’x.

Elementares Umformen und Einsetzen liefert die Menge der kritischen Punkte K,:
Ko ={(20,ya) ER? : (24,7a) = (0,0) V (2o, Ya) = (—4a?, +40?)}.

Weiter gilt

2 2 2 2
[(8 fa(x,y)) o a fa(l’,y) . a fa(%y)] :1440(4>07 daa>0’
l(z.9)=(0.0)

0x0y 0x? 0y?
sowie
ana(fL’,y) ? 82fa(x,y) 82fa([E,y> 4
_ . = —432
[( 0xdy ) 0x? 0y? s2a7 <0
l(@,y)=(~102,+4a2)
und

= —24a* <0, da o > 0.

{ngg(cfg, y)}

|(@,9)=(~4a2,+4a2)

Also liegen in (0,0) ein Sattelpunkt und in (—4a?, +4a?) eine Maximalstelle vor.
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