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Aufgabe 1 [8 Punkte]

Sei f : [a,b] — R stetig und zweimal stetig differenzierbar in (a, b). Es seien xy, 29, x5 € [a, b] mit
x1 <2y <xgund f(x;) = firi=1,2,3.
Zeigen Sie, dass es ein y € (a,b) gibt mit f”(y) = 0.

Losung
Mit dem Mittelwertsatz existieren &; € (1, x5) und & € (29, x3) mit

0=m—m=f(22) = flz1) = f(&)(x2 —21) und O0=m—m=f(z3) — f22) = f(&)(25 — 22).

Da x1 < z9 < w3 gilt, muss auch & < & gelten. Weiterhin muss f'(&;) = f/'(&) = 0 sein.
Wendet man nun den Mittelwertsatz auf f’ an, so erhdlt man:

Jy € (§,&) mit 0= f'(&) — f(&1) = f'(y) (& — &)

Da a < & < & < b gilt, ist das die Behauptung.
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Aufgabe 2 [3+3=6 Punkte]
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, sofern sie existieren:

. 222 —x2—6 . log(x)
(a) lim —5——, (b) lim —=°=, p>0.
Loésung
(a) Seien f(z):=22? —z — 6 und g(z) := z* — 4. Dann: lirr% f(z) = hII% g(x) =0.

z— z—
Also ist der Grenzwert lim 2% vom Typ ,,2¢.
7—2 9() 0
Um die Regel von de 'Hospital anzuwenden, betrachte f'(z) = 4z — 1, ¢'(z) = 2x. 1]
! de—1 7
Dann ist ¢'(z) # 0 fiir alle z # 0, und es gilt lim @) = lim O lim — = -, (1]

(b)

T2 g(x) T2 g’(gj) Czs2 2 4
Da der letzte Grenzwert existiert, existieren nach der Regel von I’Hospital auch alle davor, und es gilt

’ i @) lim m

— =1 - ) 1
4 zl—% g’(a:) z—2 g(x) [ ]
xh_)rg@ 1°2gx(f), p >0, ist vom Typ ,2“ Mit f(z) :=log(z) und g(x) := 22? folgt
1
f(z) = e g (x) =2p- 2P~ #0 fiir v # 0. [1]
fllx) : . 1

Dann gilt xh—>Holo 7o) = xh—>rrolo = g}in;o T 0. 1]

Da der letzte Grenzwert existiert, existieren nach der Regel von I’Hospital auch alle davor, und es gilt

TR R O Y [1]

w00 g(2)  wmoo g'()
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Aufgabe 3 [4+44+943=20 Punkte]
? 1
(a) Berechnen Sie das Integral / arctan (—) dx.
1 T
Yog(z + 1)

(b) Berechnen Sie das Integral / dx.

0 r+1

(c) Berechnen Sie fiir b > 2 das Integral dx.

b 1
/2 (z+1) (z—1)

o 4 1
(d) Untersuchen Sie das uneigentliche Integral / T
3

dr auf Konvergenz.
3_ 2 _
T T2 — T+

Losung )
. . . , 2 2
(a) Mit partieller Integration erhélt man [ arctan (%) dx = x - arctan (%) = IR 1+(1%)2 . (—%2) dr [2]
= 2-arctan (1) — arctan(1) + 1 flz 2Ly dr
2
= 2-arctan (3) — arctan(1) + 1 log(1 + 2?)| [1]
1
=2-arctan (1) — 2 + 11og(5) — 1 log(2)
=2-arctan (1) — 2+ 11og (9). 1]
(b) Wir substituieren z = log(z + 1), dz = —5du [2]
und erhalten
1 log(z log(2
S B gy = [ 2 4z = L(log(2))%. [2]
(c) Wir verwenden zunéchst Partialbruchzerlegung um den Integranden umzuschreiben.
1 A B C
Wiéhle den Ansat = : 2
dhle den nsaz<x+1)'($_1)2 :(:+1+1;—1+(23—1)2 (2]
1 1
Dann ergibt sich A = 7 B=——und C = 3 [2]

Damit folgt nun

b b
I N 3

2 (z+1)-(z—1)2 2 4z+1 z—1 (z—1)2
b b b
= ilog(:ﬁ%— 1) L ilog(m — 1)‘2 - %ﬁ )
= +log(b+1) — tlog(b—1) — 5777 — 3 l0g(3) + 0+ 1. [2]

23 und —z > %x?’. Damit erhalt man

(d) Fiir x > 3 hat man —2? > —
x3—x2—x+12m3—%x3—%x3+1
5,.3

AuBerdem hat man 4z + 1 < 4x + z = 5. Damit erhilt man

4z+1 < Sz < 9 . l’_2. [2]

e3—z?—z+l — 223 —

Da das Integral f;o z% dx konvergiert, liefert das Majorantenkriterium auch die Konvergenz des Inte-
grals [;° =5 — dx [1]

23 —x2—z+1 :
Alternativ ldsst sich auch der Wert des Integrals dhnlich wie in (b) fiir eine feste obere Grenze B > 3

berechnen und dann der Grenzwert B — oo bestimmen.
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Aufgabe 4 [9 Punkte]
Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

u”(t) — 2mu (t) + mu(t) = 72, t €R,
u(l) =1,
w'(1) =e™.

Losung
1. Homogene Lésung
Fiir das charakteristische Polynom erhalten wir

N —2nA+ 712 = (A —n)2 1]
Damit liegt eine doppelte Nullstelle A = 7 vor, und die allgemeine homogene Losung ist gegeben durch
ut) = e +6), afER. 2

2. Partikulidre und allgemeine Lésung
Als partikuldre Losung sehen wir direkt (oder bestimmen durch einen Ansatz vom Typ der rechten Seite)

up(t) = 1. 2]
Damit erhalten wir als allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
u(t) =1+e™(a+1t8), «o,B€R. [1]

3. Anfangswertproblem
Wir bestimmen « und /5 aus den Gleichungen

u(l)=1+e"(a+p) =1 ud o/(1)=me(a+5)+pe" = 1]
Man erhélt sofort 5 =1 und a = —1. Damit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch [1]

u(t) =1+ e™(=1+1). [1]
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Aufgabe 5
Die Funktionenschar f, : R? — R sei fiir a > 0 gegeben durch f,(z,y) := 2% + ay?.

Bestimmen Sie, in Abhéngigkeit von «, alle kritischen Punkte von f,, und geben Sie deren Typ an.

Losung

fa ist als Produkt bzw. Summe zweifach stetig diff’barer Funktionen zweifach stetig diff 'bar.

Fiir die partiellen Ableitungen gilt:

0 0

%fa(xvy) :2$7 a_yfa<l',y) ZQOZy,
0? 92
@fa(x7y> =2, a—y2fa<1’,y) = 2« und
82

92y folz,y) = 0.

Mit der notwendigen Bedingung fiir kritische Punkte,

0 0
%fa(l’,y) = 8_yfoc('ray) = 07

erhélt man das Gleichungssystem

2x =0,
2ay = 0.

Fiir @ > 0 erhélt man als einzigen kritischen Punkt (0, 0).

Fiir a = 0 liest man ab, dass alle Punkte der Form (0,y), y € R, kritische Punkte sind.

Weiter gilt

(a2fa<x,y>)2 _ Plalry)  Plalry)| _
0x 0y 0x? 0y? N

sowie

[—sza(x,y)] =2>0.

0x? |
(#,9)=(0,0)

Also liegt, fiir @ > 0 in (0,0) ein Minimum vor.

Fiir a = 0 argumentiert man, dass die Funktion fy, gegeben durch fo(x,y) =«
annehmen kann und fiir x = 0 den Wert 0 annimmt, also minimal wird.

Im Fall o = 0 liegen also in allen Punkten der Form (0,y), vy € R, lokale Minima vor.

2

[11 Punkte]

, nur nicht-negative Werte
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