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Ho6here Mathematik I, 11, II1, IV

Aufgabe 1: Man beweise durch vollstédndige Induktion:

= 1
7 > —nd +n n = 2,3,4,...) .
(7) > K > g ( )

Aufgabe 2: Man zeige, dass die Zahlenfolge {an}zo:l mit
()" + Vi
vVn+1 — cos(nm)

konvergent mit dem Grenzwert a =1 ist, indem man zu jedem ¢ >0 ein N = N(e)
so bestimmt, dass |a, —a| < e fiir alle n € N mit n > N(e) erfiillt ist.

(6) an =

Aufgabe 3: Man untersuche auf Konvergenz bzw. Divergenz:
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(3) (b) nZ; nlog(n!)

(3) @ 3 —

“— log(n!)
Aufgabe 4:
(2) (a) Man beweise, dass die Vektoren
1 1 0
a= |1, b= 0, =11 linear unabhéngig sind.
0 —1 2
3
(4) (b) Manstelle d = [ 4 als Linearkombination von a,b und ¢ dar.
4

Aufgabe 5: Gegeben sei die Funktion

f(z) := cosz — cos(2z) + 2 cos®x , 0 <z < m.
(4) (a) Man zeige: zu y = f(x) existiert in 0 < z < 7 die Umkehrfunktion x = g(y) .
(4) (b) Man berechne die Zahlenwerte ¢(1), ¢'(1), ¢"(1) .

Aufgabe 6: Man beweise: 2 logcoshz > x-tanhz (x #0) .

(8) Hinweis: Es mag niitzlich sein, die Funktion
f(z) := 2 logcoshx — x-tanhx (x € R)

auf strikte Konvexitidt zu untersuchen.

Aufgabe 7: Man berechne:

/ dx
v [ A

bitte wenden !!!



Aufgabe 8: Gegeben sei der Kérper K = {(:c,y,z) ER3: 22 + 2 + 22 < 4, -1 < z < 1},
das Vektorfeld
(11) f=f(z,y,2) = (sinz, y?z — cosz , xz? + arctan (xy)) . (z,y,2) €R?,
und die skalare Funktion
u = u(xyz) =a> +y + 22, (1,52 €R.

Es sei 0K die Berandung von K und n € R3 die #uBere Einheitsnormale auf 9K .
Man berechne das Oberflachenintegral

I := /(f + rot f 4+ gradu) - ndo,

oK

indem man I mit dem Gauflschen Satz in ein Volumenintegral verwandelt und
dieses berechnet.

Aufgabe 9: Gegeben sei die Funktion f: C\ {0} - C mit f(z) = sinh L
z

(2) (a) Man bestimme alle Nullstellen von f: M = {z € C: f(z) =0} .
1
Seinun g(z) .= — , z€C 0y U M).
() = 75 2 €C\ ({0} U M)

(2) (b) Man zeige: z =0 ist keine isolierte Singularitit von g .

1
(3) (c) Man zeige: g hat in z; = — einen Pol der Ordnung 1; man berechne Res (g, z1).

T
(6) (d) Man berechne /O (9(2) + f(2)) d= .

|z|=1

Aufgabe 10: Gegeben sei das in L?(0,7) vollstindige Orthonormalsystem

lo(z) = \/z, l(x) = \/Z - cos(kx), keN, xzel0,n].

(4) (a) Man bestimme fiir f(z) =2 — 5 , x € [0,7], die Koeffizienten der Fourier-Reihe
Tf(.%‘) = Z (fa Ek)Lz(OJr) : ek(x) .
k=0
(5) (b) Bestimmen Sie mit dem Fourier-Ansatz u(t,z) = > ax(t) - {x(x) und
Koeffizientenvergleich eine formale Losung der Wéirr_neleitungsgleichung
3} 0?
au:@u, t>0,0<1’<ﬂ',
8856 u(t,0) = aax u(t,m), t >0, (%)
u(0,z) = f(x), 0 <z < m.

Geben Sie auch den dadurch gewonnenen homogenen Lésungsoperator
2
et4: L2(0,7) — L?(0,7) fir A= -2, (mit () als Randbedingung) an.

Ox2

(5) (¢) Berechnen Sie mit Hilfe der Formel der Variation der Konstanten die (formale)
Losung der inhomogenen partiellen Differentialgleichung

0 i + tcos(z), t > 0,0 < <
— U = —= u cos(z x w
ot 0x? ’ ' ’
welche die Anfangs- und Randbedingungen aus Teilaufgabe (b) erfiillt.
Hinweis: Formulieren Sie zunichst obiges Problem als abstraktes Anfangswert-
problem fiir u = u(t) mit Werten in L?(0,7).

(5) (d) Man zeige: Fiir die Losungen aus Teil (b) und (c) gilt u(t,-) € H*(0,7) fiir alle
/eN und t>0.

Hinweis: Es mag von Vorteil sein, zunéchst Sobolevraume bez. des obigen
Orthonormalsystems zu betrachten.




