Aufgabe (glm. Konvergenz) (6+6 Punkte)

Untersuchen Sie die angegebenen Funktionenfolgen auf gleichméfige Kon-
vergenz.

a) gn: R — R, mit g, (z) = |/2* + - (6 Punkte)
b) fn:R — R, mit f,(z) = arctan(nz) (6 Punkte)
Loésungsvorschlag:

zu a): Behauptung: g, — g, glm. wobei g(x) = |z|.

Man hat
1 1
lgn(z) — g(z)| = |\/22 + = —|z|| = /2> + = —Va? (1 Punkt )
n n
1 1
=—| 77— (1 Punkt )
T\ /22 + L4 Va2
1 1 1
<= —==—F (1 Punkt )
fiir alle z € R. Damit folgt
1
SUP,er |9n(2) — g(2)| < 7 (2 Punkte)
= [lgn — gllcc —— 0. (1 Punkt )
Alternative: Sei ¢ > 0 beliebig, dann wéhle ng > . (1 Punkt)
Dann gilt fiir alle n > ng und fiir alle x € R (2 Punkte)
1 1
|gn () — g(z)| = |m— jof| = /2% + — = Va? (1 Punkt )
1 1
== | (1 Punkt )
"\ 22+ 4 Va?
1 1 1
S—r—==— 1 Punkt
<z \/I NG (1 Punkt )

| /\

1
\ﬁ
Da ng nicht von z abhéngt, folgt die gleichméfiige Konvergenz.

zu b): Die Folge konvergiert nicht gleichmiBig. Fiir festes « > 0 gilt nt —— oo.

n—oo

Damit folgt (1 Punkt)

lim arctan(nz) = T
n—oo 2



Analog erhilt man fiir festes x < 0
n—oo

lim arctan(nz) = —g.

AuBlerdem hat man f,,(0) = arctan(0) = 0 fiir jedes n € N. Damit konver-
giert die Folge ( j"n)n21 punktweise gegen die Funktion f, mit

5, >0
f(z) = 0, =0
-3, <0

Da die Grenzfunktion f nicht stetig ist, aber jedes f,, stetig ist, kann die
Folge nicht gleichméfBig konvergieren.

Alternative: Man bestimmt wie oben die punktweise Grenzfunktion f.
Nun zeigt man:

de > 0Vng € Ndn > ng,zg € R so dass

[fn(zo) — flxo)| = &

Nun wiéhle ¢ = 7, und zg = % Dann gilt

[fnl0) = fao)| = arctan(n) — f(2)] = |arctan(1) - 7
:E—g :%:5. (1 Punkt)

(1 Punkt)

(1 Punkt)

(3 Punkte)

(3 Punkte)
(1 Punkt)

(1 Punkt)



Aufgabe 1: [15 Punkte]
Fiir @ € R sei folgendes Kurvenintegral gegeben:

Jady,
r

wobei f,(x,y) = (201xy - 2tan()2/) 20xly?, 3™ + xlx|y?) + 3x% — x — xtan (2)) (x,y) € (=m,m)>.

a) Uberpr’ufen Sie, fiir welche @ € R zu f, eine Potentialfunktion F, : (-, 7)* — R existiert; geben Sie diese an.

b) Berechnen Sie fr f3dy und fr fidy fiir die Kurve

I'=T,uUly,
I'y = Graph(y1), [-% 0] = (-m,m)?%, t - (t,-%)
I'; = Graph(y»), [-5,5] = (-mn)%, 1 (0, f)

welche vom Punkt (=7, —7) tiber (0, —%) zum Punkt (0, 7) verléuft.

Losung: a) 2. Hauptsatz iiber Kurvenintegrale nicht anwendbar, da f, keine C'-Funktion. Suche nun F, € C' mit
VFy = fo. ey

f o1 (x5, y)dx = f 2axy—2tan(§) 2y dx 3)

f2cyxy—2tan ) 2xy’dx, x>0
)+2xyd, x<0

Y
2
Y
2
)= +e(y), x20
)

ax’y — 2xtan
+x +¢(y), x<0

(
ax’y — 2xtan(
Y
2

= ax’y — 2x tan( ) xlaly® + e(y)
=: F(x’y)
f Sar(x, y)dy = f —3(e™ + xlxy*) + 3x* - x(l + tan (%)) “
5

B f—3e‘3y—3x2y2 + 342 —x(l + tan ( )) dy, x=20

B f—3e‘3y+3x2 ) + 3x2 —x(l + tan (%)) dy, x<0
e‘%—xzy +3x%y — 2xtan( )+c(x) x>0

a e + X2y} + 3x%y — 2xtan< )+c(x) x<0

e — xxly® + 3x%y — 2xtan (%) + c(x)

: F(x,y)



Vergleiche £ und £
F(x,y) = F(x,y) 2)
@axzy —2xtan (%) - xlxly3 +c(y) = e - xlxly3 + 3x2y — 2xtan (%) + c(x)

=3 ax’y +c(y) = e +3x%y + ¢(x)

= a=3undc(y)=e ¥ +c;, c(x)=c,

mit ¢y, ¢; € R; ohne Einschriankung setze ¢; = ¢; = 0.

F(x,y) = 3x2y - 2xtan(§) _ x|x|y3 + 673y

erfiillt VF = f, und ist nach Konstruktion stetig diffbar, da f, stetig. (0))



b) fr Sf3dy ist wegunabhingig nach Teil a) und dem ersten Hauptsatz iiber Kurvenintegrale. Nach diesem gilt mit F aus
a)

n T
ﬁﬁdy:F(O’z)_F(_E’E) (2)

. s 5 358
= —251nh(7) + 3—2 + ? +

Es gilt: y{ (1) = ((1)), Y5(0) = ((1)) und damit

ffld'}’ = | fidyi+ | fidy: 2
r I I

= fo <f1(t,—g),((1))>dt+ f <f1(0,t),((1))>dt
:ﬁ)Zt(—g)—2tan(—;—r)+2t(—%3)dt+ff 3¢Vt
IR BT NTE N
3 5

Vs T . 3
—7r+§+§—251nh(7)



Aufgabe 3 (12 Punkte)

Gegeben sei das Rotationsparaboloid
P = {(w,y,z) eR¥: 2?2 +y2=20<2< 1}

Das stetig differenzierbare Vektorfeld f : R® — R3 sei gegeben durch
flzyy, 2) = (x2 — Pz, 2% —yz, —2z2 + 22) )

Zeigen Sie mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes, dass gilt

2
/P<f,N> do= .

wobei N das dulere Normalenfeld an P bezeichne.

Loésung: Es sei

V= {(x,y,z)eRg:x2+y2<z,O<z<1}
K :={(z,y,2) eR®:2” +y* < 2,2 =1}

Mit Gau$ gilt (V beschrénkt, zwei regulére Randflichen K,P) (1)
/ (f, N do = / divde—/ (f.NYdo  (3)
P v K
Es gilt fiir z =1, dass N = (0,0, 1), so dass (1)

27 1
/ (f,N)do= / —2z + ldo = / / —2r2cos(p) + rdrdyp
K K o Jo
=0+m=m (2)

weiter ist divf = z und (1)

2r 1 pl
/de:/ / / rpdpdrdp (3)
% 0 0 Jr2
2m 1
11,
= —r — —r°drd
/o ; 57— 57 drdy
1 1

= Beh.



Aufgabe 4: (6 Punkte)

Zeigen Sie:
Sei f: R" — R differenzierbar, xy € R” mit ||V f(xp)|| # 0. Dann gilt fiir alle Richtungen v € R", ||v|| = 1,

of

V f(xo0)
2 M2

IVfGxoll’

of
< ‘a—VO(xo)

, wobei vy =

Lésung: Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung ergibt

9 1
a—f(m) D v (o) v < IV £l - IV 2 19 £ o)l
Ausserdem gilt
af ® Vf(xo)  Vi(xo)  NIVFGI?
—_ = = = V .
‘am(’“’) VGl IV fao /ol
Zusammen liefert dies
of |of
’E(xo) < IV f o)l = ‘a—yo(xo) .




Aufgabe 5: (12 Punkte)

Die fiinf Studierenden Tim, Tom, Tam, Tem und Tum wollen die Vorlesungen ,[Experimentalphysik®, ,,Theoretische
Physik“ und ,,Hohere Mathematik* horen, und beschlielen, dass an jeder Vorlesung mindestens einer von ihnen teil-
nehmen soll.

a) Wieviele Moglichkeiten haben die Studierenden, sich auf die Vorlesungen zu verteilen, wenn diese nacheinander
stattfinden?

b) Wieviele Moglichkeiten sich zu verteilen haben sie, wenn die Vorlesungen zeitgleich stattfinden und jeder der
fiinf Studierenden genau eine Vorlesung besucht?

Lésung:

zu a) Betrachte z.B. ExpPhy:

Eskonnen k € {1, - - - ,5} Studenten an der Vorlesung teilnehmen und es gibt (2) Moglichkeiten diese k Studenten
aus allen n = 5 zu wihlen (ohne Wiederholung, ohne Reihenfolge):

k | #Moglichkeiten
1 5

2 10

3 10

4 5

5 1

Insgesamt also 5 + 10 + 10 + 5 + 1 = 31 Moglichkeiten, 1 bis 5 Studenten auf 1 Vorlesung zu verteilen

Nun gibt es 3 Vorlesungen, die alle nacheinander liegen. Es gibt also fiir jede, 31 Mdglichkeiten eine Gruppe
(von 1 bis 5) Studenten zusammenzustellen. Fiir jede Vorlesung wihlen wir jetzt eine dieser 31 Mdoglichkeiten
aus. Dies geschieht mit Zuriicklegen (Es darf auch in 2 oder mehr Vorlesungen die gleichen Gruppe sitzen) und
mit Reihenfolge (Vorlesungen unterscheidbar, d.h. es macht einen unterschied, ob eine Gruppe in ExpPhy oder
HoMa sitzt):

Insgesamt haben die Studenten somit 31° = 29791 Moglichkeiten, sich auf die Vorlesungen zu verteilen.

zu b) In jeder Vorlesung muss mindestens 1 Student sein und jeder Student geht zu genau 1 Vorlesung. Fallunterschei-
dung:

Fall 1: In einer der Vorleungen sitzen 3 Studenten (in den beiden anderen jeweils 1).
Es gibt 3 unterscheidbare Vorlesungen. Wihle also zundchst die Vorle- — 3 Moglichkeiten
sung aus, in der 3 Studenten sitzen
Die Studenten sind ebenfalls unterscheidbar. Wihle zunichst die 3 Stu- — (2) = 10 Moglichkeiten
denten fiir die “volle” Vorlesung
Der néchste Student kann noch zwischen den beiden {ibrigen Vorlesun- — 2 - 1 Moglichkeiten
gen wihlen, der letzte hat keine Wahl
= 3.10-2 = 60 Moglichkeiten

Fall 2: In zwei Vorlesungen sitzen 2 Studenten (in der letzten 1)
Es gibt 3 unterscheidbare Vorlesungen. Wihle also zundchst die Vorle- — 3 Moglichkeiten
sungen aus, in denen 2 Studenten sitzen
Die Studenten sind ebenfalls unterscheidbar. Wihle zunéchst die 2 Stu-  —
denten fiir die 1. Vorlesung

) = 10 Moglichkeiten

1

Wihle nun die Studenten fiir die 2. Vorlesung
Die letzte Vorlesung und der letzte Student stehen dann fest

= 3.10-3-1 =90 Moglichkeiten

(5
2
(;) = 3 Moglichkeiten
1 Moglichkeit

8

Insgesamt haben die Studenten 150 Moglichkeiten sich auf die Vorlesungen zu verteilen.

Erlauterungen zur Punkteverteilung:

Die (2 Punkte) enthalten jeweils 1 Punkt fiir das Anwenden der richtigen (Kombinatorik-)Grundaufgabe ((Z), bzw n¥)
und 1 Punkt fiir das Ergebnis. zu b): Bei Losung iiber Baumdiagramm entsprechende Punkte fiir Fallunterscheidung
und Teilergebnisse.

(2 Punkte)

(2 Punkte)

(1 Punkte)

(2 Punkte)

(2 Punkte)



Die funf Studierenden Tim, Tom, Tam, Tem und Tum wollen die Vorlesungen "Experimentalphysik”, "Theoretische
Physik” und "Hohere Mathematik” héren, und beschlieBen, dass an jeder Vorlesung mindestens einer von ihnen
3000 teilnehmen soll.

Wieviele Mdglichkeiten sich zu verteilen haben sie, wenn die Vorlesungen zeitgleich stattfinden und jeder der
2100 funf Studierenden genau eine Vorlesung besucht?

?
|

o |2 o mmm |0
o Lo |1 | 02170
Pl |1 o o
| omem | | o -
0 1
0

0 L [0201]

| 0

Zahlen aller Moglichkeiten ergibt: 0

36 +18+24+12+12+12+12+6+6+6+6=150. -

Reihenfolge der Summanden entspricht der der Pfade, die durch Beachten der
Regel , Erst rechts, dann runter!” entsteht.

Legende:
Eoed

X

Y

: Anzahl der Vorlesungen mit 0 Studenten.

Anzahl der Vorlesungen mit 1 Student.

Anzahl der Vorlesungen mit 2 Studenten.

Anzahl der Vorlesungen mit 3 Studenten.

Anzahl der Moglichkeiten fir Student, Vorlesung mit bisher 0 HOrern zu wahlen.
Anzahl der Moglichkeiten fir Student, Vorlesung mit bisher 1 H6rer zu wahlen.
Anzahl der Moglichkeiten fir Student, Vorlesung mit bisher 2 HOrern zu wahlen.

| Niemand hat eine VL gewahlt. |

NN X Q000w

Z




Tim, Tom, Tam, Tem und Tum Antwort:

beschliefsen, die Vorlesungen 3 O O 36 +24+12+12+6=90.
Theo. Phys., Exp.-phys. und HM Die Reihenfolge der Summanden
zu horen, die gleichzeitig statt- 3 entspricht der der Pfade, die durch

finden. Wie viele Moglichkeiten Beachten der Regel

sich zu verteilen haben sie, wenn ,Links vor rechts!” entsteht.
zwei Vorlesungen von je

zweil Studenten und eine 2 1

Vorlesung von
einem Student
gehort werden

soll? 1 ) )

3 1 * 1 Legende:
012

X Y

# VLen mit 0 Stud.; b: # VLen mit 1 Stud.; |
# VLen mit 2 Stud.;
# Moglichk., in leere VL zu gehen;

oX Qoo

# Moglichk., in VL mit schon 1 Stud. zu gehen.

| Niemand hat eine VL gewahlt. |




