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Aufgabe 1

Es seien I' C R? eine Raumkurve, parametrisiert durch v: [0, 7] — R? mit () := (Cos(t), 2 - sin(t), t),
und f : R3 — R? ein Vektorfeld mit f(z,y,2) = (1, z -y, 42% + 3> + 2).
Berechnen Sie das Kurvenintegral [ f-d~.

r

Losung

Die Parametrisierung der Kurve ist regulér.

(Komponentenfunktionen stetig differenzierbar, v5(t) = t garantiert ||y(¢)’'|| > 0 und Doppelpunktfreiheit.)
Das Vektorfeld ist in einer Umgebung der Kurve stetig, da die Komponentenfunktionen Polynome sind.
Damit gilt:

/ fody= / SO/ A () dt = (%),

Weiter gilt:
f(y(t)) = (1,2sin(t) cos(t),4 + t)
und
v (t) = (—sin(t), 2 cos(t), 1).
Damit hat man

™

(%) = / —sin(t) + 4sin(t) cos2(t) + (4 + ¢) dt

4 " 1,]"
= [cos(t)]y — | cos®(t)| + |4t + =t
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Aufgabe 2

Gegeben seien der Hohlzylinder G := {(m, y,z) € R? ‘ 4<2?+92 <9, -1<z< 1} und das Vektorfeld

fio R =R mit f(z,y,2) = (1% o, (% —y) e <22 - 2))

Berechnen Sie z.B. mithilfe des Satzes von Gaufl das Integral /div(f) d(z,y, 2).
G

Losung
Der Rand von G setzt sich aus den (endlich vielen) reguldren Flachenstiicken
0G = Dy U Dy U M7 U My zusammen, wobei

D1::{x7y,z eR 4 <a?+y” <9, z=1},

b

Mlzz{x,y,z eER}| 2?4+ =9, —-1<z<1

( )
(z,y,2) R} 4 < 2® +9* <9, z:—l},
( ) und
( )

Mg::{x,y,z eR?| 22 +4? =4, —1<z<1}.

Die dufleren Einheitsnormalen sind gegeben durch

Np, :=(0,0,1)T,

ND2 = (O, 0, —1)T,

Nug, == 3(x,y,0)" und

N, = —3(z,y,0)7.

Es ist f ein stetig differenzierbares Vektorfeld und es folgt mit dem Satz von Gauf3

/Gdiv(f) d(z,y, ) = /OG (F N do
= /D1 (f,Np,) d0+/ (f,Np,) do

Do
+/ <f7NM1> dO—f-/ <faNM2> do
M1 M2
=. [D1+[D2+[M1+[M2-

Es ist f senkrecht zu Nj; und Ny, und folglich I, = Iy, = 0.

Weiter ist f symmetrisch in der z-Komponente, d.h. f(z,y,2) = f(z,y,—z), woraus Ip, = —Ip, folgt.

Insgesamt folgt damit

/ div(f) d(z,y,2) = 0.
G
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Aufgabe 3

Seien f,g : R — R zwei 2r—periodische Funktionen, definiert durch f(z) := cosh(z) und g(z) = f'(x)
fir w<zx<m.

(a) Bestimmen Sie die komplexe Fourier-Reihe von f. Hinweis: cosh(z) = (e” +¢7)/2 .

(b) Wie lauten die reellen Fourier—Koeffizienten von f und g7

Losung
(a) Die komplexe Fourier-Reihe Sy von f ist gegeben durch

o)
— § Cneln{l'

n=—0oo

mit den Fourier-Koeffizienten ¢, € C,n € Z. Fiir n = 0 gilt:

1 - 1 " sinh(rw)
= — de = — h(xz)dr = — sinh = .
7T/f(av) x 27T/cos (x)dx 5, Sin (x) By -
Fir n € Z \ {0} gilt:
L
Cp = —/f(x)e "l
2m
1 L
_ P —zn:cd - e~ TeinT g
4m - 4m ‘ v
_ 1 6(1 in) o 1 e—(l—i—in)x
47r(1 —in) . Ar(1+1in) .
— 1 6(1—in)7r i e—(l—in)w . 1 e—(l—l—in)ﬂ' . 6(1+in)7r
4 (1 —in) m W A (1 +in) W m
_ (_1)n 1 T —m (_1)71 1 T —7
_27r(1—m)2<e ‘ )+27T(1+m)2(6 ¢)
—_—

=sinh(r) =sinh(n)

_ (—1)"™sinh(7)

(14 n?)
(b) Die reellen Fourier-Koeffizienten von f erhalten wir durch die folgenden Relationen:
a) 2sinh a) (—1)"2sinh a
a0:2co(:)sm—(7r)’ an:cn—l—c,n(:)( )"2sin (W), bn:z’(cn—c,n)(:)(), n € N.
7r (1 + n?)

Im Falle der Alternative fiir (a) haben wir diese bereits bestimmt. Die reelle Fourier-Reihe von g sei
nun gegeben durch

Mg

+3 G, cos(nz) + by sin(nz),

do

2
n=1

mit den reellen Fourier-Koeffizienten a,,n € Ny und gn,n € N. Da f stetig auf R und g stiickweise

stetig ist, ist ap = 0 und fiir n € N gilt:

an, = nby, =0 b= —na. — (—1)"*12n sinh ()
n n ) n n 7'('(]_ —|—n2)
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Losungsalternative ((a) & (b) kombiniert)
Wir berechnen zunéchst die reellen Fourier-Koeffizienten. Es gilt:

s

1 [ 1 1 " 2sinh
ag = —/f(x)dx =— /cosh(x)dx = —sinh(z)| = M
m 7r m . 7r

Fir n € N gilt:

™

f f(@) cos(nz)dz = / cosh () cos(nz)dx

—Tr

™

+n / sinh(z) sin(nz)dz

. / —TT
~~

=(—1)"2sinh(n)

ol sinh(x) cos(nz)

—nQ/cosh(x) cos(nz)dz.

N 7 —_
— T

=0

Fi‘(—l)”2 sinh(7) 4+ n cosh(x) sin(nx)

Durch Umstellen der obigen Gleichung erhalten wir somit:

1 ™
ap, = — /cosh(x) cos(nz)dx =
m

—T

(—1)"2sinh()
7(1+ n?)

Da f symmetrisch zur y-Achse ist, gilt b, = 0,Vn € N.
Die komplexe Fourierreihe von f ist nun gegeben durch

Si(z) = Z cne™,
wobei wir die komplexen Fourier-Koeffizienten durch die folgenden Relationen erhalten:

1 sinh ()

Co = =Qpg =
2 T
1 , (—1)"sinh(7)

n - = n bn - —7 e N?

“=3 (an = ibn) (14 n?) "

1
Cp = §(an +ib,) = cp,m €N,

Die Fourier-Koeffizienten fiir g berechnen sich wie oben bei (x).

R\WNTH SEITE 4 VON 7



HM III-Klausur, WiSe 2015/2016 03.03.2016

Aufgabe 4

Essei K :={(z,y,2) e R® : 24+ 1 <22 +9y*+222< (22 +2)? -3, 2 € [3,4]}.
(a) K ist ein Rotationskorper! Geben Sie die Rotationsachse an.

cos(% - 2?) - Z

\/ﬁ J" y7Z>

(b) Berechnen Sie das Integral

Losung

(a) K={(z,y,2) eR3 : (22—-1)2<2>+y? < (22 +1)% z€[3,4]}.
Daraus folgt sofort, dass die z-Achse die Rotationsachse ist.

(b) Wir parametrisieren K mit Zylinderkoordinaten.

K ={(x,y,2) cR? . (z2—1)2 <z?4+y?< (22+1)2, z € [3,4]}

= {(rcos(¢),rsin(¢),z) eR® : (2> = 1) <r* < (2> +1)% z € [3,4],¢ € (0,27]}
= {(rcos(¢),rsin(¢),z) ER® : 2 =1 <r<z*+1, 2 € [3,4],¢ € (0,27]} .
Somit ist
T (r,6,2) = (rcos(o), rsin(6), 2)
mit

(r,¢,2) € M :={(s,v,h) : v € (0,27],s € [h* — 1,h* + 1] und h € [3,4]}

eine bijektive, reguldre Parametrisierung.

Alle Bedingungen fiir den Transformationssatz sind erfiillt, da der Integrand stetig und die Determi-
nante der Parametrisierung auf M ungleich 0 ist.

Also gilt:

cos(xz—'—g)/ %4 Ay 2 )_/cos(ﬁ\)é).z A(r. 6, 2)

// / cos— 2 zdrd¢dz—/ 27 - cos(— 2%) - 2zdz
3

y=16
Sube y==” 27r/ cos( y)dy = 4sm(7T ) = —4.
] 2" 2

y=9
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Aufgabe 5
Ein zweistufiges Experiment wird durchgefiihrt. Zunéchst wird mit einem sechsseitigen, nicht—gezinkten
Wiirfel, auf dessen Seiten die Zahlen 1,2,3,4,5 und 6 stehen, geworfen.
Das Ergebnis des Wurfs gibt an, wie héufig eine nicht-gezinkte Miinze geworfen werden soll. Diese
Miinzwiirfe werden dann mit einer Miinze, deren Seiten , Wappen®“ und ,,Zahl® zeigen, durchgefiihrt.
(a) Wie wahrscheinlich ist es, dass bei einer Durchfiihrung des Experiments /
, Wappen“ und ,,Zahl* gleich haufig auftreten? \
(b) Geben Sie eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit aus Aufgabenteil (a)

an, falls der Wiirfel nicht sechs, sondern zwanzig gleiche Seiten hat A /
(Ikosaeder; siehe Bild), die mit den Zahlen 1 bis 20 beschriftet sind.

Loésung

(a) Der Wiirfelwurf ist ein Laplace-Experiment, d.h. jede Zahl kommt mit gleicher Wahrscheinlichkeit
1/6 vor. Der einfache Miinzwurf ist ebenfalls ein Laplace-Experiment, wobei Wappen und Zahl jeweils
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 vorkommen. Beim n-fachen geordneten Miinzwurf tritt jedes Ereignis mit
Wahrscheinlichkeit 27" auf.
Definiere nun die Ereignisse
W, =, Wiirfel zeigt die Zahl n*,
G := ,In einer Durchfiihrung des Experiments tauchen Wappen und Zahl gleich hiufig auf” und
G, := ,Wappen und Zahl tauchen bei n Wiirfen der Miinze gleich hiufig auf*.
Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt dann:

PG = - PG

CDIH

P(G) = ZP<G|Wn) -P(W,) =

Berechne nun P(G,,):

Wir halten zunéchst fest, dass man eine gerade Anzahl von Miinzwiirfen benétigt, damit iiberhaupt
gleich héufig Wappen und Zahl auftreten kénnen. Daher ist P(G;) = P(G3) = P(G5) = 0.

Bei gerader Anzahl (2k) an Miinzwiirfen ist nach der Wahrscheinlichkeit fiir genau £ mal Wappen (und
damit auch genau k£ mal Zahl) gefragt. Um diese Wahrscheinlichkeit mit dem Quotienten aller giinstiger
und aller moglicher Ereignisse ausdriicken zu konnen, miissen wir die Reihenfolge der Miinzwiirfe
beachten.

Anzahl alle giinstigen Miinzwiirfe (Grundaufgabe 3’): (Qkk)

Anzahl alle méglichen Miinzwiirfe: 22%, da fiir jeden der 2k Wiirfe genau 2 Moglichkeiten bestehen.
Damit ist P(Gax) = (2:) 272k,

Folglich ist

16 20 19

P(G):é(P(G2)+P(G4)+P(G6)):%(5“‘%4—6—4) :%.

(b) Wir stiitzen uns auf obige Argumentation fiir die Wahrscheinlichkeit P(G,,).
10

Demzufolge miissen wir beim Wurf eines zwanzigseitigen Wiirfels die Summe ZP(G%) berech-
k=1

nen und mit dem Gewicht 20~! (Wahrscheinlichkeit fiir Laplace-Experiment mit zwanzig moglichen

Ausgéngen) multiplizieren.

Insgesamt gilt also:

P(G) = 2—10 g: (2:) 272k,
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Aufgabe 5: Losungsalternative

(a)

(b)

Wir geben einen vollstdndigen Baum fiir die giinstigen Ereignisse an; die angegebenen Wahrschein-
lichkeiten beruhen auf der Annahme, dass es sich bei Wiirfel- und Miinzwurf um Laplace-Experimente
handelt. Aulerdem halten wir vorab fest, dass die Ergebnisse eines einzelnen Miinfwurfs und eines ein-
zelnen Wiirfelwurfs voneinander stochastisch unabhéngig sind und der Wiirfelwurf eine vollstdndige
Ereignisdisjunktion liefert. So konnen wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit als Summe von Produkten
der einzelnen Wahrscheinlichkeiten schreiben.

Wir berechnen nun die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

1

2+ -

1

6 +

( Wiirfel: G (p=1/6)— Keine giinstigen Félle!
Wiirfel: (3 (p=1/6)a{ﬁgﬁixg§gi g% EZi%g H}Gi’mstige Ausginge insgesamt: 2.
Wiirfel: (] (p=1/6)— Keine giinstigen Fille!
Miinzwiirfe: ®®©@@ (p=1/16) \
Ml}nzwﬁrfe: VOWO (p=1/16) [
Wiirfel: € (p=1/6)— ﬁﬁﬁ;gﬁigg g%%g Eﬁ:ﬁg; ‘m Giinstige Ausgéinge insgesamt: 6.
Miinzwiirfe: @@W@O®W (p=1/16) M
Miinzwiirfe: @@W®W (p=1/16) |
Wiirfel: & (p=1/6)— Keine giinstigen Fille!
Miinzwiirfe: @@®@ @@ (p=1/64) \
Miinzwiirfe: WW@®W@@ (p=1/64) [
Miinzwiirfe: ¥®@@W@ (p=1/64) f
Miinzwiirfe: ¥®@@@® (p=1/64) [}
Minzwiirfe: ®@@W® @@ (p=1/64) il
Miinzwiirfe: ¥@©W@OW@ (p=1/64) Vi
Minzwiirfe: ®@@W@OW (p=1/64) |1
Miinzwiirfe: ¥@@®O@ (p=1/64) (LA
M@:mzwf:lrfe: VOOVOW (p=1/64) (1|t
Wiirfel: & (p—1/6)— ﬁﬁﬁ;gﬁgﬁ g%%ggg gz%gg lmﬂ Giinstige Ausgénge insgesamt: 20.
Minzwiirfe: @@W@W@W@ (p=1/64) (| T
Minzwiirfe: @@@W@OW (p=1/64)  |[MH
Miinzwiirfe: @@W@WW@® (p=1/64) |||
Minzwiirfe: @@W@WOW (p=1/64) MMM
Miinzwiirfe: @@®@@®® (p=1/64) |l
Minzwiirfe: @@WW®@ (p=1/64) || MM
Miinzwiirfe: @@WWOW (p=1/64) ||
Minzwiirfe: @@W@®W (p=1/64) ||| MMM
Miinzwiirfe: @@@@®® (p=1/64) MMl

1 11 5 19
— . 20= —+—+

11 1
P(“W. d Zahl gleich héiufig”) = = - - - — - — - — =,
("Wappen und Zahl gleich haufig”) = & 724 G- 75-6+ 5 - 12716 96 96
Wir haben bereits bei der Angabe des Baums in Aufgabenteil (a) erkannt, dass der Wiirfel immer
eine gerade Zahl zeigen muss, damit wir {iberhaupt “giinstige Ereignisse” erhalten konnen. Auflerdem
lesen wir als Analogie aus Aufgabenteil (a) ab, dass die Wahrscheinlichkeit bei einem Wiirfel mit 20

Seiten, die die Zahlen 1 bis 20 zeigen, eine Summe der Form

10

1
Z 20 P(“Ein bestimmter Ausgang bei 2k Wiirfen”) - “Anzahl giinstiger Ausgénge bei 2k Wiirfen”
k=1

ist, wobei “Wiirfe” hier “Miinzwiirfe” meint. Nun gilt:

P(“Ein bestimmter Ausgang bei 2k Wiirfen”) = o,

da bei jedem Wurf “W” oder “Z” als Ergebnis infrage kommt, und
“Anzahl giinstiger Ausgénge bei 2k Wiirfen” = (215), vgl. Grundaufgabe 3.

1 2k
Insgesamt also: Z 20 972k ( I )

k=1
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