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Aufgabe 1

Es sei g: R — R definiert durch
o(e) = exp (Je]), = € (=m,7]
und dann 27r—periodisch fortgesetzt.
(a) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von g.
(b) Geben Sie auch die komplexe Fourierreihe von ¢ an.
(c) Beweisen Sie
= cpme—1] |
2. [Z W + e’ — 1 =m.

n=1

Losung
(a) Da g symmetrisch zur y-Achse ist, gilt b, =0 Vn € N.

1 2 [ 2 | 2
CLOZ—/f(.ZU)dZE:—/edeE:—Gm =—(e"—1)
T T T |, T
-7 0
Jeweils mit partieller Integration gilt fiir n € N:
/ F(x) cos(na) dz = / elel cos(na) dg e £ / e cos(nr) dz
—7 —T 0

—9 [ex cos(nz)|F — /0 " et (= sin(na))n dx]

=2 |e"(=1)" =1+ | e"sin(nz)n|; —/0 e® cos(nx)n® dx
— ——
=0

Durch Umstellen der obigen Gleichung erhalten wir somit

T 1
I, :_/0 e con(in) o = (e (~1)" — 1)
und damit
2 2em(—1)" —
an:_[n:_e( -1
i ™ 1+ n?

Die reelle Fourierreihe von g lautet daher

o0

Sy(z) = % + Z ay, cos(nx) + by, sin(nz) = 1 (e"—1)+

COS\nx ).
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(b) Die komplexen Fourier-Koeffizienten erhalten wir durch die folgenden Relationen:

1 1
= — = — 7.(—1
Co ag 7T(e )
1 1er(-1)r —1
=i —ib) = -2~ neN,
¢ 2< ibn) = T 1+n? "
1 1em(—1)" —1
C_p 2(an+zb) WW:CT“ TLGN,

Die komplexe Fourierreihe von ¢ lautet daher
[e.e] o0
inx 1 eﬂ-(_]')n —1 inx
= cpe™t = - "

(c) Da g in x = 0 stetig ist, gilt S,(0) = ¢(0).
Diese Gleichung mit m multipliziert ergibt

> -1 (—1)" -1
-1) 0)=1<=¢e"—1+4+2 —_—Y— =
(e” Zﬂ cos(n - 0) e’ + Z T s

=1 -

was 7u zeigen war.
Alternative, falls erst (b) und anschlieflend (a) bearbeitet wird:
(b’) Fiir n € Z gilt mit partieller Integration:

1 / —inx
Cp = %/f(x)e dz

1 [ /° . m .
= — / e e " dr ~|—/ efe” """ dx]
2m | ) _» 0
1 _e(—l—in)r 0 e(l—in)z ™
:% —1—in|_ 1—1in 0]
=37 [ 0 ) e )
1 [—1+in C1+in (I —in)(=1)"" N (1+m)(—1)”e”}
2m | 1+ n? 1+ n? 1+ n? 1+ n?
Clen(-1)r -1
T 1+n?

Die komplexe Fourierreihe von ¢ lautet daher
= inz — 1 eﬂ-(_l)n -1 inz
= Cpe™t = - "
(a’) Die reellen Fourier-Koeffizienten von g erhalten wir durch die folgenden Relationen:

w) 2, . ) 2e™(—=1)" -1 , )
ag = 2cy = ;(e -1, a,=c,+c, = e P by =i(ch —c_p) =0, neN.

Die reelle Fourierreihe von g lautet daher
- 1 ~2em(—-1)"—1
Sy(z) = % + Z an, cos(nx) + b, sin(nz) = - (e"—1)+ Z ;% cos(nz).

n—1 n—1
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Aufgabe 2
Essei f: R? - R,
log (1+ |z - yl*)
flz,y) = 2? + y?
0 . falls 22442 =0.

. falls 224y > 0

(a) Uberpriifen Sie f im Punkte (0,0) auf Stetigkeit.
(b) Bestimmen Sie, falls existent, die partiellen Ableitungen von f im Punkte (0,0).

(c) Ist f in einer Umgebung von (0, 0) differenzierbar?
Hinweis: Es gilt 2|xy| < 22 + 9?2 fiir alle z,y € R.
Losung

(a) Sei (z,y) # (0,0). Dann gilt

_ log(1+ 2%y?) - x%y?
- 2 +y2 ) +y2
Hinéveis 11.4 _|_ y4 < 1 (LEQ + y2)2

|/ (z,y)]

222 4+ 9% 2 x? + 92
1 x
Lty e

Da f(0,0) =0, ist f stetig in (0,0).

(b) Es gilt
: —1 _ — |i -3 =
lim £ (£(1,0) — £(0,0)) = lim log<10+0> 0
und analog

. —1 . _
lim ! (£(0.) — £(0,0)) = 0.
Damit ist f in (0,0) partiell differenzierbar mit %(0, 0) = %(0, 0) = 0.

(c) In (z,y) # (0,0) ist f partiell differenzierbar mit

of 9 1 —log(1 + 2*y?)
'l — 2? - 2 -
ox (2,9) = 2wy (1+ 22y?) (22 + y?) e (22 + y?)?
Es folgt
0 1 2 log(1 + 22y?
‘a_i(m’y)‘ < 2] y g(1+2°y%)

T+ a2y 2 +1y2 (22 + ¢2)?
—_—— —— —,—
<1 <1 <1/2 siehe (a)
< 3|z]
(z,y)—(0,0) 9
— 0 = /

= %(0,0) wegen (a)
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Analog zeigt man

of o 1 —log(1 + 2%y?)
oy Y = T T T it gy
mit o7 o7
(9)>(00) , _ Of

Damit hat f in einer Umgebung von (0,0) partielle Ableitungen, die stetig sind. Daraus folgt mit
Satz 8.2.6, dass f in einer Umgebung von (0, 0) differenzierbar ist.
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Aufgabe 3

(a) Gegeben sei das reguldre Flachenstiick

F = {(m,y,z) eR¥|2=1+ COS(7T~\/$2+y2), 4a? + 4o < 9}.

N: F — R? bezeichne das Einheitsnormalenfeld auf F mit negativer z—Komponente.
Bestimmen Sie eine reguliare Parametrisierung der Randkurve von F, so dass N mit dem Durchlauf-
sinn dieser Kurve eine Rechtsschraube bildet.

(b) Gegeben sei das Vektorfeld G: R* — R3, (x,y,2) — (y (22 43), —bzz, 5(2? — 2) -y),

und N sei das Einheitsnormalenfeld auf F aus (a). Berechnen Sie

I ::/ <(rot(G)) : N>d0.

f

Losung

()

(b)

Die Punkte auf der Randkurve von F sind gegeben durch:

M = {(m,y,z)€R3 | Z:1+COS<7T-\/ZL‘2+y2>, 4x2+4y2:9}.

Wegen

| o

A + 4y =9 & /a2 + 2 =

ist M ein Kreis in der nach z = 1 verschobenen (z,y
dafiir ist gegeben durch

3
und cos(7 - 5) =0

~ DN

-Ebene mit Radius % Eine Parametrisierung

%cos(np)

7:10,2m) — R3, ©— §sin(g0)
1

wl

Da N eine negative z-Komponente besitzt, miissen wir die Orientierung umkehren, damit die Para-
metrisierung mit N eine Rechtschraube bildet. Es ergibt sich

; 3 cos(—yp) 2 cos(p)
v:[0,27) = R®, o — [ 3sin(—¢) | = [ —Zsin(p)
1 1

Die Randkurve I' := {v(p) : ¢ € [0,27)} ist auBerdem regulér (da doppelpunktfrei, stetig differen-
zierbar und ||7/(¢)|| > 0).

G ist in einer Umgebung von F stetig differenzierbar.
Wir wollen den Integralsatz von Stokes anwenden und berechnen dazu die Ableitung von + aus Auf-
gabenteil a):
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Damit ergibt sich nach Stokes

[ {tonay, ¥yio= f-in

F r
2
= /<Go%7'> dy
0
2
= /981112(90) + 1%5 cos? () dyp
0
Wir wissen oder rechnen nach, dass gilt:
2 2
/sinz(go) dp = /COS2((p) dp=m
0 0
Insgesamt ergibt sich damit
I =97+ 4—57T = gw.
4 4
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Aufgabe 4
Gegeben seien zwei unterscheidbare Gliicksrader mit je M gleich wahrscheinlichen Feldern, nummeriert
jeweils von 1 bis M.

(a) Beide Gliicksrider werden gleichzeitig gedreht. Sei X die Zufallsvariable, welche den beiden Endposi-
tionen der Gliicksrader das Maximum ihrer Nummern zuweist.

Bestimmen Sie das Wahrscheinlichkeitsmafl
P({X - k}) fiir alle k € W(X)
und die Verteilungsfunktion von X.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert von X in vollstindig gekiirzter Form.

Hinweis: Sie diirfen bei Bedarf die folgenden Formeln ohne Beweis verwenden (n € N):

n+1 9 n—|—1 n+1)2  (n+1) 3 n+1 (n+1)2  (n+1)2
ZZ_ Z 2 6 Z > T

Losung
(a) Sei @ ={1,...,M}?, P(w) = 3 fiir alle w € Q. Dann gilt fiir k € {1,..., M}:
Xw)=kew=(kl)Vw=(,k),le{l,..., k}.
Da (k, k) nur einmal vorkommt und fir [ € {1,...,k — 1} je zwei Moglichkeiten bestehen folgt:
Hw | X(w) =k} =14+2(k—1)=2k—1

Da wir einen Laplace-Raum haben, gilt damit fiir k € {1,...,M}: P(X = k) = 21
Zur Verteilungsfunktion: Fur t < 1 gilt F'(t) =0, fiir t > M gilt F(¢t) = 1. Ansonsten gilt:

& (9% —1)
F(t) = ;P(X = k) = T
(GRS
N M? M2
(b) Es gilt:
M
k(2k — 1)
- (= = 3 D
k=1
_ 2Zkz:l — Zkz:l
— e
(M+1)3 (M+1)2 M (M+1)M
Hinweis 2 ( 3 B 2 + 6+1> B 2
3 2 2 2 2
B 2M+6]\/§)+6M+2_2M+24M+2_‘_M;-1_MT_% B 2M3+%—%
B M? B M?
_AMP4sM -1 2 1]
B 6M 3 2 6M
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Aufgabe 5
Sind folgende Aussagen wahr oder falsch? Geben Sie eine kurze Begriindung bzw. ein Gegenbeispiel an.

(a) Sei X:Q — R stetige Zufallsvariable auf (€2, &, P) und fyx2: R — R sei Dichtefunktion von X2, d.h.
¢
fir t € Rist Fx=(t) = P({X2 < t}) = [ fx2(\)d\. Dann gilt:

[e.e]

E(X*Y) = /A2sz()\) dX,

— o0

falls das Integral auf der rechten Seite endlich ist.

(b) Essei F=5?= {x = (71, 29,73) € R? ‘ ||| = 1} die Einheitsphire im R?, N(x) = z € R? ein
Einheitsnormalenfeld auf F und H: R?® — R3 ein beliebiges C'~Vektorfeld. Dann gilt:

/<<rot(H)> , N>R3do ~ 0

F

Hinweis: Zur Begriindung verwende man zum Beispiel

/<(rot(H)>,N>R3do :/<<rot(H)>,N>R3do +/<<rot(H)),N>R3do,

F Ft F-
wobei Ft = {a; cF ‘ 23 > 0} die Nordhalbsphiire und F~ = {:z cF ‘ 3 < o} die Siidhalbspiihre ist,

bzw. die gerichtete ,, Aquatorkurve“ I' = {’y(t) ‘ t €0, 27?)}, () = (cos(t), sin(t) , O) eF.

Losung

(a) Die Aussage ist wahr.
Fiithre dazu eine neue Zufallsvariable Y := X? ein. Dann gilt

E(X*) = B(Y?),
oder auch E(X*Y) = E(g(Y)), fiir g\) = % A€ R
Mit Lemma 11.5.9 gilt .
B(o(v) = [ gsr () dn

und demnach

E(X") = B(g(Y)) = / TN fr (N dA = / T N (n) dA

o0 — o0

(b) Die Aussage ist wahr. Dazu:
Mit dem Hinweis gilt

/<<r0t(H)) , N>R3do =/<<r0t(H)> , N>R3do +/<<mt<H)> | N>de0‘

F Ft F-
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Mit Stokes folgt

/<<rot(H)> , N>R3do _ f}[ -,

Ft
da die gerichtete Kurve I' mit Njz+ eine Rechtsschraube bildet. Ebenso gilt

/<<rot(H)> , N>R3do _ %H “d,

da die gerichtete Kurve —I" mit Nz eine Rechtsschraube bildet.
Insgesamt ergibt sich damit

/<<r0t(H)),N>R3do :5£H-d7+§1§H'd7:0

f
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