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Aufgabe 1 [6 Punkte]
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

(a) Der Normalenvektor an den Graph einer Funktion f: R? - R imPunkt (z,y) € R? ist

(_Vf(:c’y)’ 1) 2
T vfear R

n(z,y) =

(b) Sei (£x),cp das VONS von L2(0, 27) aus der Vorlesung. Dann konvergieren fiir jedes f € L?(0, 27)
die Partialsummen

N
Sev = Y, (hl)eoem
k=—N

der Fourier—Reihe im quadratischen Mittel gegen f (fir N — 00).

(¢) Seien fn: Rf — R stetigfiir n € N und ( fn) ey konvergiere gleichmiBig gegen f: RE =R

Dann gilt
o0 o0
lim /fn(:n) dz = /f(:c) dx .
Nn—+00
0 0
(d) Ein normierter Raum (X, | - I} ist vollstindig, wenn jede konvergente Folge eine Cauchy—Folge ist.

(e) Sei (£, £, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F: R — R die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen
X: 2 — R. Dann ist F monoton wachsend und stetig.

() Ist M C R3 abgeschlossen, soist M # .

Hinweis: Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen.
Minimalpunktzahl fiir Aufgabe 1 ist 0 Punkte. Begriindungen sind weder nétig, noch erwiinscht.

Aufgabe 2 {12 Punkte]
Betrachten Sie die Funktionenfolge

3
n-IT
fl®) = 700 zteR, neN.

(a) Zeigen Sie, dass (fn),, .y SleichmiBig auf R konvergiert. (6 Punkte)

(b) Gegen welche Funktion g: R — R konvergiert fh = f(z) punktweise fir z € R.
Ist diese Konvergenz auch gleichmiBig auf R ? (6 Punkte)

Bitte wenden!!



Aufgabe 3 (15 Punkte]

Es sei

z z .
Viz,y,z2) := (;, %, ;) mit a,b,c > 0

und

- 3, (%) v)? A
B = {(x,y,z)e]R : (a) + (b) + (c) < 1} .
Berechnen Sie mit dem Gaufischen Integralsatz

[ oo, ),

8B

wobei N: 8B — R® das 4uflere Rinheitsnormalenfeld an OB ist.

Aufgabe 4 [11 Punkte]
Losen Sie das Anfangs—Randwert—Problem fiir die Schrédinger-Gleichung

Up — tugy = 0, D<o <, t>0

mit den Randwerten
ug(0,t) = ug(m, t) = 0, t>0
und den Anfangswerten

uw(z,0) = 1 + cos(2z), z € (0,m).

Hinweis: Verwenden Sie einen Getrennte—Variablen Ansatz.

Aufgabe 5 [10 Punkte]

Gegeben séi eine Urne mit 5 blauen, 5 weiflen und 3 schwarzen Kugeln.
Es werden nacheinander 2 Kugeln mit Zuriicklegen gezogen.

Man berechne die Wahrscheinlichkeiten fiir die folgenden Ereignisse
(a) Die zweite gezogene Kugel ist blau. (2 Punkte)
(b) Die ersten beiden gezogenen Kugeln sind weiB. (2 Punkte)

{c) Die erste Kugel ist schwarz oder die zweite Kugel ist blau. (6 Punkie)
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Aufgabe 1 [6 Punkte]

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
(a) Ist M C R? abgeschlossen, so ist IM # 0.

T
(b) Das Skalarprodukt auf L2 ((O,T) , C) ist gegeben durch < f,g > := [ f(t) g(¢) dt.
0
(¢) Zwei holomorphe Funktionen f,g: G — C stimmen auf ganz G{(= Gebiet) iiberein, falls es ein
% € G gibtmit £ (z) = ¢ (%) fiiralle n € Np.
(d) Sei (£, &, P) ein W—Raum. Fiir jede messbare Zufallsvariable X: & — R und jedes t € R gilt:
{w: X(w) < t} €&

(¢) Essei p: C — C ein komplexes Polynom n~ten Grades. Hat f in 2 € C einen Pol der Ordnung £,
dann hat po f in zp einen Pol der Ordnung nd.

() Gilt f =u + w: G—C(G C C Gebiet) undsind u,v: G — R aufgefasst als reelle Funktionen
harmonisch, so ist f holomorph in G.

Hinweis: Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen.
Minimalpunktzahl fiir Aufgabe 1 ist O Punkte. Begriindungen sind weder nitig, noch erwiinscht.

Aufgabe 2 [12 Punkte]
Betrachten Sie die Funktionenfolge 3
n-x
fl@®) = ;5= *€R, neN.
(a) Zeigen Sie, dass (fn), o gleichmiBig auf R konvergiert. (6 Punkte)
(b) Gegen welche Funktion g: R — R konvergiest f;, = fy,(z) punktweise fiir z € R.
Ist diese Konvergenz auch gleichmiBig auf R ? (6 Punkte)
Aufgabe 3 [11 Punkte]

Lisen Sie das Anfangs—Randwert-Problem fiir die Schrodinger—Gleichung

mit den Randwerten
ur(0,8) = up(m, t) = 0, t>0

und den Anfangswerten

u(zr,0) = 1 + cos(2z), z € (0,m).

Hinweis: Verwenden Sie einen Getrennte—Variablen Ansatz.

Bitte wenden!!



~

Aufgabe 4 ' [10 Punkte]

Bei einem Radrennen dopen 50% aller Athleten mit dem Mittel Epo und 30% mit Testosteron; die
restlichen 20% sind sauber. Die anschlieRende Dopingprobe gibt bei 10% aller Epo-Doper, 60% aller
Testosteron—-Doper und bei keinem der sauberen Fahrer ein positives Ergebnis.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Doﬁingprobe negativ ist? (3 Punkte)
(b) Eine Dopingprobe ist positiv. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
der Fahrer mit Epo gedopt hat? _ (3 Punkte)
(¢) Sind die Ereignisse ,,Ein Fahrer dopt“ und ,.Eine Dopingprobe ist positiv*
stochastisch unabhiingig? (4 Punkte)
Aufgabe 5 [5 Punkte]
Berechnen Sie
22 4+ 22 s
(z—1 7

wobei I' = 0B2(0) € C die Kreislinie mit Radius 2 ist.

Aufgabe 6 [6 Punkte]

1
Bestimmen Sie alle Singularitiiten von tan ( -z—)

Sind alle Singularititen isoliert?

Aufgabe 7 [7 Punkte]

Entwickeln Sie die Funktion

flz) = zil 'eXp(Iiz)

in eine Laurent-Reihe um die isolierte Singularitit 2y = 1.

Nutzen Sie die Laurent-Reihe, um die Art der Singularitiit festzustellen und um das Residuum von I
an der Stelle z5 = 1 zu bestimmen.

Aufgabe 8 [15 Punkte]

Man berechne mit dem Residuensatz das Integral
o0 .
eza:

T do  (hietbei sei z € R)

—00

und leite daraus den Wert von

T cos(z)
Cos|\x
f 1+I2da:

ab.
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Aufgabe 1 [6 Punkte)
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
(@) Ist M C R? abgeschlossen, soist OM £ 0.

T
(b) Das Skalarprodukt auf L? ((0, T, C) ist gegeben durch < f,g > := [ f(¢) g(¢) dt.
0
(¢} Zwei holomorphe Funktionen f,g: G — C stimmen auf ganz G(= Gebiet) iiberein, falls es ein
z0 € G gibtmit f(™(z) = g™ (z) fiir alle n € Np.
(d) Sei (2, &, P) ein W-Raum. Fiir jede messbare Zufallsvariable X: @ — R und jedes t € R gilt:
{w: X(w) < t} S

(e) Essei p: C — C ein komplexes Polynom n—ten Grades, Hat f in zg€ C einen Pol der Ordnung ¢,
dann hat po f in zp einen Pol der Ordnung n/.

® Gilt f = u + iwv: G- C(G ¢ C Gebiet) und sind u,v: G — R aufgefasst als reelle Funktionen
harmonisch, so ist f holomorph in G.

Hinweis: Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen.
Minimalpunktzahl fiir Aufgabe 1 ist 0 Punkte. Begriindungen sind weder ndtig, noch erwiinscht.

Aufgabe 2 [12 Punkte]
Betrachten Sie die Funktionenfolge 3
fa(z) = —F €R, neN
M T Tyt T '
(a) Zeigen Sie, dass ( fn)n €N gleichmiBig auf R konvergiert. (6 Punkte)
(b) Gegen welche Funktion g: R — R konvergiert f, = f!(z) punktweise fir z € R.

Ist diese Konvergenz auch gleichmiiig auf R ? (6 Punkte)
Aufgabe 3 [15 Punkte]
Es sei sy 2

Viz,y,2) := (55’35’55) mit a,b,c > 0
und

= 3. (Z)? 4 (Y (E)z
B := {(m,y,z)eR : (a) (b) + 2) < 1p.
Berechnen Sie mit dem Gaulischen Integralsatz

[ W) dofe,u,2),
aB

wobei N: 9B — R3 das duBere Einheitsnormalenfeld an 8B ist.

Bitte wenden!!



Aufgabe 4 [11 Punkte]
Losen Sie das Anfangs-Randwert—Problem fiir die Schrédinger-Gleichung

U — tUge = 0, O<e <, t >0

mit den Randwerten
Ug(0,t) = uz(m, t) = 0, t>0

und den Anfangswerten

u(2,0) = 1 + cos(2z), z € (0,m).

Hinweis: Verwenden Sie einen Getrennte—Variablen Ansatz.

Aufgabe 5 [10 Punkte]

Bei einem Radrennen dopen 50% aller Athleten mit dem Mittel Epo und 30% mit Testosteron; die
restlichen 20% sind sauber. Die anschlieBende Dopingprobe gibt bei 10% aller Epo-Doper, 60% aller
Testosteron—Doper und bei keinem der sauberen Fahrer ein positives Ergebnis.

(a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Dopingprobe negativ ist? (3 Punkte)
(b) Eine Dopingprobe ist positiv. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
der Fahrer mit Epo gedopt hat? (3 Punkte)
(¢} Sind die Ereignisse ,JEin Fahrer dopt* und ,.Eine Dopingprobe ist positiv*
stochastisch unabhingig? (4 Punkte)
Aufgabe 6 [5 Punkte]
Berechnen Sie
2+ 2z "
(z—1)3 7

wobei T' = @B2(0) C C die Kreislinie mit Radius 2 ist.

Aufgabe 7 [6 Punkte]

. . : . 1
Bestimmen Sie alle Singularititen von tan (—) .
z

Sind alle Singularititen isoliert?

Aufgabe 8 | | [15 Punkte]

Man berechne mit dem Residuensatz das Integral

eia:
/ e e (hierbei sei 2 € R)
—00

und leite daraus den Wert von

cos(x)
1+ 22

ab.
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Aufgabe N1 (LR-Zerlegung mit Pivotisierung)
Gegeben seien

12 —6 18
A= 18 -3 33 J eR®® und b= 1 | € R
6 15 3 —-13

a) Berechnen Sie die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung. Geben Sie I
und R sowie die Permutationsmatrix P mit PA = LR explizit an.

b} Lésen Sie das lineare Gleichungssystem Az = b unter Verwendung der in
Teilaufgabe a) berechneten LR-Zerlegung.

¢) Kreuzen Sie auf dem dafiir vorgesehenen Blatt alle korrekten Aussagen an.
Fiir jede richtige Antwort erhalten Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort
wird Thnen ein Punkt abgezogen. Wird keine Antwort gegeben, erhalten Sie
Null Punkte. Die Gesamtpunktzahl fiir Aufgabe 10 kann nicht negativ werden.

1 Die Cholesky-Zerlegung einer orthogonale Matrix A wird zur schnellen
Lsung von linearen Gleichungssystem verwendet.

2 Ist die LR-Zerlegung einer Matrix A ohne Pivotisierung durchfiihrbar,
dann det(L) = 1.

3 Sei A € R™ und det(A) # 0. Betrachten Sie das lineare Gleichungs-
system Az = b mit z,b € R" und die Vektornorm || auf R* bzw. die
zugehdrige Matrixnorm || auf R**®. Ist die rechte Seite b durch Ab
gestort, so gilt fir den relative Fehler der Losung die Abschéitzung

122 1A
=] [ol

4 Die Lésung von Az = b mit A € R™™ und z,b € R” per Gauflelimination
benstigt 1n® + O(n?) Ops (nur Multiplikationen und Additionen).

< AF AT mit Az + Az) = b+ Ab.

34242 Punkte
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Aufgabe N2
Gegeben seien das Intervall I = [0, 1] und die Funktion f(z) = Zsin (2(z - 1))

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, daf8 die Funktion f(z)
genau einen Fixpunkt z, € I besitzt.

b) Wie viele Iterationen sind ausgehend vom Startwert 2o = 0 héchstens notig,
damit die Approximation ; des Fixpunktes z, einen Fehler |z), — .| kleiner

als £ = "’ﬂﬁ - 107 aufweist?

¢) Kreuzen Sie auf dem dafiir vorgesehenen Blatt alle korrekten Aussagen an.
Fiir jede richtige Antwort erhalten Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort
wird IThnen ein Punkt abgezogen. Wird keine Antwort gegeben, erhalten Sie
null Punkte. Die Gesamtpunktzahl fiir Aufgabe 11 kann nicht negativ werden.

1 Bei der Lésung von f(z) = 0, f : R® — R™ mit Hilfe des Newton-
Verfahrens mufl in jedem Iterationsschritt ein lineares Gleichungssystem
gelost werden. Die Systemmatrix A = f/(z) ist immer orthogonal und
kann daher einfach invertiert werden. .

2 Sind die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes erfiillt, dann ist die a-
posteriori Fehlerabschétzung mindestens ebenso genau wie die a-priori
Abschitzung,.

3 Das Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung mit einem geeignetem
Startwert konvergiert mindestens linear.

4 Sei f: DCR — Rmit f(D) C D. Erfiilllt f(z) die Voraussetzungen
des Banachschen Fixpunktsatzes, so konvergiert die Fixpunktiteration fiir
jeden Startwert zq € D gegen die Nullstelle von f(z).

34242 Punkte
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Aufgabe N3 (Lineare Ausgleichsrechnung)
Gegeben sind die Punkte

v =1 1-41]2]|

Diese Punkte sollen gemif} theoretischen Uberlegungen auf der Kurve

y(z) = a (32% ~ 1) + (%:2 - £m~ 1)

liegen.
a) Formulieren Sie das zugehérige Ausgleichsproblem.

b) Losen Sie das Ausgleichsproblem mit Hilfe eine QR-Zerlegung von A iiber
Housholder-Reflektion. Wie grof} ist das Residuum?

¢) Kreuzen Sie auf dem dafiir vorgesehenen Blatt alle korrekten Aussagen an.
Fiir jede richtige Antwort erhalten Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort
wird lhnen ein Punkt abgezogen. Wird keine Antwort gegeben, erhalten Sie
null Punkte. Die Gesamtpunktzahl fiir Aufgabe 12 kann nicht negativ werden.

1 Essei A € R™",m > n, mit Rang(4) < n. Die Losung des linearen
Ausgleichsproblems ist eindeutig.

2 Um eine Matrix A € R™™ mittels Givens-Rotationen auf oberer Drei-
ecksgestalt zu transformieren, diirfen keine Nullen auf der Diagonale von
A stehen. Ansonst kann es passieren, dass man durch Null dividiert und
es kann keine Dreiecksgestalt erreicht werden.

3 Essel A € R™" m > n, und b € R™ mit Rang(A) = n. Weiter sei Q €
R™*™ eine orthogonale Matrix und R € R™*" eine obere Dreiecksmatrix,
so dal QA = R gilt. Dann

|Az — bll2 = || Rz ~ Qbljy fiir alle x € R™
4 Es seien 4 € R™"* m > n, b € R™, und © die Winkel zwischen dem
Vektor & und Bild von A. Die Losung des linearen Ausgleichsproblems
| Az — blfy — min durch Normalengleichungen Bz = ¢ mit B = AT A und
¢ = ATb hat den Nachteil, da die Rundungsfehler mit ry(B) = ry(A)?
verstéirkt werden. Falls cos® =~ 1 fiihrt das zu einer instabilen Methode.

2+342 Punkte
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Aufgabe N4 (Polynominterpolation)
Gegeben ist folgene Tabelle:

iJo]1]2[3
x| 2]3]4]s
Hlrlt7lsh

a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom P(flzg, 1, %2, 23) durch die obige
Wertepaare in der Newton-Form.

b) Werten Sie das Interpolationspolynom P(f|zo, z1, T9) mit dem Neville-Aitken-
Schema an der Stelle z = 2.5 aus.

¢) Kreuzen Sie auf dem dafiir vorgesehenen Blatt alle korrekten Aussagen an.
Fiir jede richtige Antwort erhalten Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort
wird Thnen ein Punkt abgezogen. Wird keine Antwort gegeben, erhalten Sie
null Punkte. Die Gesamtpunktzahl fiir Aufgabe 13 kann nicht negativ werden.

1 Das Interpolationspolynom P(f|zo,...,x,) ist eindeutig bestimmt.

2 Die Lagrangeschen Grundpolynome nehmen an einer Stiitzstelle den Wert
I an und an allen anderen Stiitzstellen den Wert Null.

3 Polynominterpolation durch drei verschiedene Wertepaare ergibt immer
ein Polynom genau zweiten Grades.

4 Bssel f: R — R zweimal stetig differenzierbar. Auf dem Interval e, ]
gilt fiir den Interpolationsfehler

/()]
— ] < — — -
o3 f (@)= (120, 21, 22)] < max |(w~0)(5—2:) (2 P2 moax S

¥
wobei a = xg < 21 < g = b,

34242 Punkte
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Kreuzen Sie in der folgenden Tabelle die jeweils richtigen Antworten zu den Aufga-
ben NI-N4 (jeweils Aufgabenteil c) an.

Hinweis: Es kann jeweils mehr als eine Antwort richtig sein.

Aussage 1 Aussage 2 Aussage 3 Aussage 4
N1 ¢) d 5 ] b
N2 ¢) O 0J
N3 ¢) O OJ
N4 c) O a
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Aufgabe N1 (LR-Zerlegung mit Pivotisierung)
(Gegeben seien

12 -6 18
A= 18 -3 33 | eR*® und b= 1 | eR3.
6 15 3 —13

a) Berechnen Sie die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung. Geben Sie L
und R sowie die Permutationsmatrix P mit PA = LR explizit an.

b} Lésen Sie das lineare Gleichungssystem Az = b unter Verwendung der in
Teilaufgabe a) berechneten LR-Zerlegung.

¢) Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Fiir jede richtige Antwort erhalten
Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird Thnen ein Punkt abgezogen.
Wird keine Antwort gegeben, erhalten Sie Null Punkte. Die Gesamtpunktzah!
fiir Aufgabe N1 kann nicht negativ werden.

O Die Cholesky-Zerlegung einer orthogonale Matrix A wird zur schnellen
Lésung von linearen Gleichungssystem verwendet.

Ist die LR-Zerlegung einer Matrix A ohne Pivotisierung durchfiihrbar,
dann det(L) = 1.

O Sei A € R™" ynd det(A) # 0. Betrachten Sie das lineare Gleichungs-
system Az = b mit 2,6 € R und die Vektornorm |-| auf R* bzw. die
zugehdrige Matrixnorm |-} auf R™*". Ist die rechte Seite b durch Ab
gestort, so gilt fiir den relative Fehler der Losung die Abschétzung

|Az|

1290y ayyap-+ 129

ol < N mit Az + Az) = b+ Ab.

Die Lésung von Az = b mit A € R**® und z,b € R" per GauBelimination
benstigt $n® + O(n?) Ops (nur Multiplikationen und Additionen).

34242 Punkte
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Loésung;

a) Berechne LR-Zerlegung von A.

12 —6 18 ram [ 18 3 33 18 -3 33
18 -3 33 | —-= 12 =6 18 | — ?]—4 —4
6 15 3 6 15 3 116 -8

~3 33 18 -3 33<

Lafro Wi oo
U]

L [l N>
]

oy 00

T(2,3 18
D [T 16 -8 | —
2| 4 _y

Also die LR-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung lautet

1 0 0 18 -3 33 010
L=|3 1 0|, R=]0 16 -8, P=]0 0 1
2 -1 0 0 —6 100

und es ist PA=LR.

b) Wir ldsen das Gleichungssystem durch Vorwirts-/-Riickwirtseinsetzen, also
Ly = Pb = (1,-13,6)7 und anschliefend Rz — y- Auf diese Weise erhalten

wir y=(1,~%,2)" und @ =(1/2,-1,-1/3)".
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Aufgabe N2 (Iterative Verfahren)
Gegeben seien das Intervall 7 = [0, 1] und die Funktion F&) = Zsin (Z(z + 1))

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, daf die Funktion f2)
genau einen Fixpunkt z, € I besitzt.

b) Wie viele Iterationen sind ausgehend vom Startwert zy = 0 héchstens notig,
damit die Approximation zy des Fixpunktes z, einen Fehler |z, — 2| kleiner
als € = 22 . 10~4 aufweist?

¢) Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Fiir jede richtige Antwort erhalten
Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird Ihnen ein Punkt abgezogen.
Wird keine Antwort gegeben, erhalten Sie null Punkte. Die Gesamtpunktzahl
fiir Aufgabe N2 kann nicht negativ werden.

00 Bei der Lésung von fz) =0, f : R* - R” mit Hilfe des Newton-
Verfahrens mu8 in jedem Iterationsschritt ein lineares Gleichungssystem
gelost werden. Die Systemmatrix A = f'(z) ist immer orthogonal und
kann daher einfach invertiert werden.

& Sind die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes erfiillt, dann ist die a-
posteriori Fehlerabschétzung mindestens ebenso genau wie die a-priori
Abschétzung.

B Das Newton-Verfahren zuy Nullstellenbestimmung mit einem geeignetem
Startwert konvergiert mindestens lineay.

L) Sei f: DCR— R mit f (D) C D. Exfiillt f(z) die Voraussetzungen
des Banachschen Fixpunktsatzes, so konvergiert die Fixpunktiteration fiir
Jeden Startwert zq € I gegen die Nullstelle von flz).

3+2+2 Punkte

Lésung:

a} Uberprt‘ifung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes:
V1) I ist offensichtlich abgeschlossen und konvex.

V2) f ist selbstabbildend, da f ist monoton steigend auf
T T
T e [O, 1] = Z(JE-‘-I) S [Z,EJ
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und

£(0) = gsing :%i >0,  f(l)=

3) Kontraktivitit von f. Wegen Mittelwertsatz

2
— < 1.
vis

Al

LT
sin — =
2

L= %n)a,}} [/'(z)] < 1= F ist kontrahierend,
w)e

Wir haben ) .
o) = & f
fz) = 2cos(4(3:+1)) ,
und somit ist

1

%cos (g(x—#l)) Sg=L<L

Bemerkung. Man kann genaue rechnen und zwar

max
(z}er

1 T \/§ >
= _ -] = — = ]. o= L 1
5 cos (4) T = 0-35355339 <1,

da cos(z) monoton fallend auf (5, Z] ist.

1 T
ér:rcl)aé)} 5 C0s (Z(a: + 1))

Nach dem B. Fixpunktsatz folgt, da8 f auf I genau einen Fixpunkt besitzt.

b) Nach der a-priori-Fehlerabschitzung mit [ = %, 2o = 0 und damit z; =
J(@o) = £(0) = 2sin T = ¥Z = 0.45015816... gilt

2v/2

l$1—$QIS€=——'1U_4
K

L
f -] <
[x* — zp] < T
1-L) 1 7 22
<=>Lk< (—-—,:_.__.__,10—4=10-4
T m a2 V2 o
N log(10—%) _
~ log(21)  log(2)

man benétigh also héchstens 14 Iterationen, damit der Fehler sicher kleiner als
€= 22104 s,

<k

~ 13.287712,

Bemerkung. Fiir I = [, gilt

- I - 2
LF < U=l _4-v2 L2 1074 = 2 10-4 & k > 8.6114062...,
|21 — 2ol 4 V2o 2

man benstigt also héchstens 9 Iterationen.

%
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Aufgabe N3 (Lineare Ausgleichsrechnung)

Gegeben sind die Punkte

T —1 1 0
v | =1 -4 | 2]

Diese Punkte sollen gem#f theoretischen Uberlegungen auf der Kurve

liegen.

y(z) = oc.(3:c2 -1} +p (g:ﬁ - 21: — I)

a} Formulieren Sie das zugehdrige Ausgleichsproblem.

b} Lésen Sie das Ausgleichsproblem mit Hilfe eine QR—Zerlegung von A iiber
Housholder-Reflektion. Wie grof} ist das Residuum?

¢} Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Fiir jede richtige Antwort erhalten
Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird Thnen ein Punkt abgezogen.
Wird keine Antwort gegeben, erhalten Sie null Punkte. Die Gesamtpunktzahl
fir Aufgabe N3 kann nicht negativ werden.

U Es sei A € R™" m > . mit Rang(A} < n. Die Lésung des linearen

Ausgleichsproblems ist eindeutig.

Um eine Matrix A € R™" mijttels Givens-Rotationen auf oberer Drei-
ecksgestalt zu transformieren, diirfen keine Nullen auf der Diagonale von
A stehen. Ansonst kann es passieren, dass man durch Null dividiert und
es kann keine Dreiecksgestalt erreicht werden.

Es sei A € R™" m > n, und b € R™ mit Rang(A) = n. Weiter sei Q ¢
R™*™ eine orthogonale Matrix und R € R™*™ eine obere Drejecksmatrix,
so dafl QA = R gilt. Dann

Az — bfla = | Rz — Qbl|, fir alle x € R™.

Es seien 4 € R™™ 1 > n, b € R™, und © die Winkel zwischen dem
Vektor b und Bild von A. Die Losung des linearen Ausgleichsproblems
| Az — bl]z — min durch Normalengleichungen Bz = ¢ mit B = AT A und
¢ = ATb hat den Nachteil, daB die Rundungsfehler mit #,(B) = Ko(A)?
verstérkt werden. Falls cos © = 1 fiihrt das zu einer instabilen Methode.

2+4-3+2 Punkte
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Loésung:

a) Das lineare Ausgleichsproblem lautet: Finde z =

(o, B} € R? 50, dass | Az — b],
minimal ist mit

2

3 -1
A= 2 —% und b= { 4
-1 -1 2

b} Die Matrix A wird mit Hausholder-Refleksionen auf Dreiecksgestalt gebracht:

Die Norm der ersten Spalte der Matrix A betrigt

ladl> = /22 + 22 4+ (—1)2 = 3,

und somit errechnet sich der erste Spiegelungsvektor zu

2 i 5
v = ay + sign{aq) ey floe; = 2 |+HD-3-{ 0 | = 2
-1 0 -1

mit
vTo = olfy = 52 + 22+ (—1)? = 30,
Die Anwendung der Hausholder-Spiegelung auf A ergibt

0 ' 2 3 1 5 2 3
— T Ay _ ‘
A1 .——A—U—T;"U‘(U A)— 2 —% —E 2 (5,2,'—1) 2 -—%
-1 -1 -1 -1 -1
2 3 ! 5 -3 -2
= 2o 2 |ess = 0 —g |,
-1 -1 -1 0 o
die Anwendung auf b liefert
5 ~1 1 5 -1
= —_—— . . T = _ —_— — —
by =1b Ty Y (v'b) 4 T 2 1(52,-1) 4
2 -1 2
-1 1 5 4
= -4 | - 15 2 (—15) = -2
2 -1
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Wir brauchen keine weiterer Spiegelung mehr, da die Matrix Aj schon die obere
Dreiecksgestalt hat. Daraus erhalten wir fiir Lésung des Ausgleichsproblems

min | Az — b]l, = min |4z — byfl, = min || R — bff,

mit

8 _ 28
Q= 15

Die Losung des Ausgleichsproblems ist also 2. = (o, )T = (—f—g, Hr

~3a-20=4 = —3a=4+-58-

Fiir das Residuum erhalten wir

14, — blla = lbal)> = 1.
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Aufgabe N4 (Polynominterpolation)
Gegeben ist folgene Tabelle:

t |0f1]2]3
AEERE

a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom P(flza, €1, %2, x3) durch die obige
Wertepaare in der Newton-Form.

b) Werten Sie das Interpolationspolynom P(flzo, 21, 25) mit dem Neville-Aitken-
Schema an der Stelle z = 2.5 aus.

c) Kreuzen Sie alle korrekten Aussagen an. Fiir jede richtige Antwort erhalten
Sie einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird Ihnen ein Punkt abgezogen.
Wird keine Antwort gegeben, erhalten Sie null Punkte. Die Gesamtpunktzahl
fir Aufgabe N4 kann nicht negativ werden.

Das Interpolationspolynom P(flzo, ..., x,) ist eindeutig bestimmnt.

Die Lagrangeschen Grundpolynome nehmen an einer Stiitzstelle den Wert
1 an und an allen anderen Stiitzstellen den Wert Null.

0 Polynominterpolation durch drej verschiedene Wertepaare ergibt immer
ein Polynom genau zweiten Grades,

O Essei f:R — R zweimal stetig differenzierbar. Auf dem Interval la, b]
gilt fiir den Interpolationsfehler

L/ ()]
_p < z— - — -
max | f(z) (flxo,fﬂ1,$2)lh$fg{§f§]|(t zo)(@—1)(2 %)l*m@{% 3t

Wobeia=x0<3:1<3:2=b.

L('isung: 34242 Punkte

a) Fiihre die Newton-Interpolation mit Hilfe der dividierten Differenzen durch:

zi | @] f [z, zi) f [T, Tip1, Tio] f [z, 1, T2, T3] f
2 7
0

3 -1

-2 0
4 5 -1

—4
5 1
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Es ist also
Ps(flzo, 21,72, 23)(z) = 7 — (x — 2)(z — 3).

b) Mit 25 = 2, z; = 3 und ¥z = 4 wende fiir x = 2.5 das Neville-Aitken-Schema,
an:

Pg =Py + — 2 (P = Pyy) fiir 0<k<i<ne 2,
k

Ty — T
oder
T - $- £ — < .. .
Pip=—""% Fijt b ————Piypy fix 0<k<i<n-=2
Ti — Ti—k Ty — Ti_g

Erhalte so das Tableau

z, Fio By P

i@
0 2 f1=7
2141 f3=5 8 725
denn:
Ty~ 3-25
= Fyo— A =7 7_7 27:
Pra P1,0+x1_$0( 00— Pro) =7+ 3_2( )
Ty — X 4-25
Py P2,0+$2_x1( 10~ o) =5+ 4_3( )
und
- 4—-25
P22=P2,1+$2 m(Pl,l-PZ‘,l):S‘f' (7-8)=725.
! Tog — Tg 4-*2
Damit

P(f‘330,371:$2)(2-5) =7.25.



