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Aufgabe 1 o [9 Punkte]
Die Funktion ¢: C — C sei gegeben durch

Z—1
—iz+1

p(z) =

(a) Zeigen Sie, dass es sich um eine Mobiustransformation handelt.
(b) Bestimmen Sie die Fixpunkte von ¢.
(c¢) Berechnen Sie das Bild der Mengen S; und Sy unter ¢, wobei
Sy ={z€C; |z| <1} und
Sy :={z€C; Im(z) > 0} U{oo}.

Losung
(a) I,—i€eCund 1-1—(—4)-(—i)=2#0
(b)  wlz) ==z
z—1
<:>—iz+1—z
Sz—i =-i2+z

siz2—i =0

s22-1 =0
<z = =*1.
(c¢) Berechne die Bilder zweier zusétzlicher Punkte: ¢(i) = 0, p(0) = —i.
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Unter Mobiustransformationen werden Kreise und Geraden jeweils auf Kreise oder Geraden abgebildet,
d.h. p(05;), i = 1,2, ist entweder ein Kreis oder eine Gerade.

Es gilt: {—1,4,1} C 05), die Bilder —1,0, 1 liegen auf einer Geraden = ¢(951) = {Im(z) = 0}.

0e S = ¢(S))={zeC; Im(z) <0} U {oo}.

Alternativ: Wenn man von 1 iiber ¢ nach —1 lduft, liegt das Gebiet links, also liegt es auch links, wenn
man von 1 {iber 0 nach —1 lduft.
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Auflerdem: {—1,0,1} C 055, die Bilder —1, —i, 1 liegen auf einem Kreis. = ¢(05;) = {z € C; |2| = 1}.[1]

1€ 52 == gD(SQ) = 9.
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Aufgabe 2 [9 Punkte]
Betrachten Sie die Funktion f : C — C, die fiir z = x + iy € C gegeben ist durch

b3
fla,y) = a®(1 = i)z — by + (b+3)by — 60y — — -y

mit a,b € R. Bestimmen Sie die Menge L alle Paare (a,b) € R? fiir die f analytisch ist.

Loésung

f + € — C ist genau dann holomorph, wenn f die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen erfiillt.
Genauer: Identifiziert man in iiblicher Facon f(x,y) mit u(z,y)+i-v(x,y), so ist f genau dann holomorph,
wenn

su(r,y) = go(z,y) und
aiyu($7y) - —(%U(Zﬁ,y

erfiillt sind.

Sei nun konkret 5

b
fla,y) = a®b(1 = i)z = by + (b +3)°y — 60y — — - .

Dann erhalt man

u(z,y) =+a’bx +9by  sowie
v(z,y) = —a’bx + b3y

und damit, durch Einsetzen in die C-R-Dgln., das Gleichungssystem

a’b =13
A a*b=9b.
Das System ist fiir b = 0 und a € R trivialerweise erfiillt.
Sei nun b # 0. Dann reduziert man das System mittels Division durch b auf

CL2 — b2
A a?=09.
3) und (=3, —3).

Dieses System hat die Losungen (3,3), (—3,3), (3, —
-3)} U{(a,0) : a € R}.

Insgesamt ist also L = {(3,3);(—3,3); (3, —3); (-3,
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Aufgabe 3
Geben sie die Koeffizienten a,, der Laurent-Reihe Z a,z" von f, gegeben durch
1
f(z)‘_'(z —'1)(2 __2)7
auf {z€ C|1< |z| <2} in 2z =0 an.
Loésung
Zunichst bemerken wir, dass
1 1 1

& = he=y “ o2 o1

Da |z| < 2, kénnen wir folgendermaflen entwickeln

1 1 1 — = 1
S—2 21— 5%( > ;_QnJrlz'

Da 1 < |z|, erhalten wir

1 11 I /Iy =,
z2—1 zl—%__;n:()(;) —Z—z.

n=-—1

Damit sind die Koeflizienten der Laurent-Reihe

1
T onFI1y TLEIN%
an =
-1, sonst.

[6 Punkte]
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Aufgabe 4 [12 Punkte]

r ~1
Berechnen Sie mithilfe des Residuensatzes das Integral / @1 4) (xf o) dr.

—00

Losung
Da das uneigentliche Integral existiert, gilt
R o0

) z—1 z—1
R P g p— :/(x2+4)(x3—x2+x— 7y 4
R 00 L
(2244)(23—22+2—-1)
Die Funktion f hat eine hebbare Singularitit in zo = 1, da diese Nullstelle im Z&hler- und Nennerpolynom
vorkommt. Die Funktion f hat Singularitdten in den Nullstellen des Nenners, also in 21 = @, 2z = 21,

z3 = —i und z4 = —2i. Also ist insbesondere

Setze den Integranden auf C fort, betrachte also f: C — C, f(z) =

[1]

e - 1 2]
z) = = :
(z—i)(z+i)(z—=2i)(z+2i)(z—1) (z2—1)(z+1i)(z—2i)(z+ 2i)
Betrachte nun den Weg I, definiert durch I' := I's U[— R, R] . Dabei bezeichne R,Im(z)
['r die obere Hilfte des positiv orientierten Halbkreises um den Mittelpunkt 7
Null mit Radius R und [—R, R] die Strecke von —R bis R. Beachte: R ist so 2 R
grof zu wihlen, dass die Singularitdten mit positivem Imaginéarteil (d.h. z; Re(z)
und z3) innerhalb des von I" berandeten Gebiets liegen. Hier gentigt R > 2. —R TR 1]
Die Singularitidten z3 und z4 liegen nicht in dem von I' berandeten Bereich; der Residuensatz liefert daher
27i (Res(f, z1) + Res(f, 22)) %f )dz = /f )dz + / f(z)dz. 1]
[-R,R]
Die linke Seite ist unabhanglg von R. Dann hefert der Grenziibergang R — oo einerseits
-1
/ f(z)dz — / 1 x ) dr und andererseits /f(z) dz — 0, 1]

~R,R]
da man mit der Parametrlslerung v : [0, 7] — C, definiert durch v(t) = R - ", die Abschétzung

dt

/f(z /‘ (Be=TJiRe'" j R
/ R2e%t + 1) (R2e2it 4 4 M J R4 ‘62it+%| . ‘621‘15_’_%‘

1 1 1
—3/ : dt = — - — 0, R — oo, hat. [3]
- (-4 x
0

Berechne noch die Residuen. Es handelt sich jeweils um Pole der Ordnung 1. Also hat man

1 1 1
Res(f.4) = li i) =i — = — und 1
es(f,4) = lim f(2)(2 —4) = lim Gri)(2+4) (i+i)(—1+4) 6 .
1 1 1
2i) =1 —21) =1 = = T 19 1
Res(£,20) = I ()= = 20) = I ooy oo ~ CasD@iv ) - 1% 2
. . . : T — 1 1 1 1 T

Damit erhilt man schlieflich / R —y do = 2mi <_E + a) =% 1]

—0o0
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Aufgabe 5 [9 Punkte]
Finden Sie zu der inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung #(t) + 2@(t) + x(t) = f(t), wobei
f + R — R ist, eine sogenannte Greensche Funktion G mithilfe eines Fourier-Ansatzes.
Hinweise:

e Die aufzufindende Greensche Funktion G erfiillt die Eigenschaft, dass z(t) := [* G(t — s)f(s)ds

eine Losung der oben genannten inhomogenen Differentialgleichung ist.
e Geben Sie G als Ausdruck G(t) = [ g(w,t) dw an, wobei g : R x R — C ist.
e Nehmen Sie an, dass alle zu verwendenden Fourier-Transformierten existieren.

Losung
Die gewohnliche Differentialgleichung

Z(t) +22(t) + z(t) = f(t)

wird unter Fourier-Transformation zu

~

(—w?+ 2w+ 1) T(w) = f(w).
Folglich gilt R
- f(w) 1 7

Bw) = (—w? + 12w+ 1) - (—w?+i2w+1) J(@).

Setze nun V27G(w) = 1/(—w? 4 i2w + 1).
Nach Faltungssatz gilt dann

o(t) = (V21 G * f)(t) = %/G(t—s)f(s) ds = /G(t—s)f(s) ds.

Somit haben wir

o0

| | . 1 1 |
Git)y= [ —- “dw bzw. t)=—- wt,
(®) /27 Corrawrn’ W b gt = o e

—00

Anmerkung: Die obige Differentialgleichung modelliert eine geddmpfte harmonische Schwingung.
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Aufgabe 6
Berechnen Sie mithilfe der Laplace-Transformation das folgende Anfangswertproblem

u”(t) — u(t) = 6e*, u(0) =2, 4'(0)=6.

Losung
Es ist U := L(u), dann gilt

L(u") = s*U — su(0) — u/(0).

Damit erhélt man die transformierte Gleichung

6

2 o _ A= 26\
(s* = 1)U —2s — 6 = L(6e™) st

Hieraus ergibt sich

Parzialbruchzerlegung:

U =
(S) s—2 s+1 s-—1
mit A=2, B=-1,C=1,dh.
2 1 1
U(s) = —
(5) s—2 S+1+s—1’

und daraus folgt

[9 Punkte]
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