Aufgabe 1: (12 Punkte)

Seite 1 von 6

Max und Moritz spielen folgendes Spiel: Eine faire Miinze wird 3000 mal geworfen. Sie vereinbaren, dass Max
gewinnt, falls 6fter als 1700 mal Wappen oben liegt. Max hat noch eine gezinkte Miinze, die auf beiden Seiten Wappen
zeigt. Es gelingt ihm, diese 500 mal wihrend des Spiels einzusetzen. Schitzen Sie die Wahrscheinlichkeit ab, dass Max

gewinnt.

Auszug aus einer Tabelle zur Standardnormalverteilung:

Die fettgedruckten Uberschriften sind Ausprigungen einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen. Die Zahlen mit
vier Nachkommastellen in der Tabelle stellen die zugehorigen Verteilungswerte dar. So entspricht der grau unterlegte

Eintrag (Z standardnormalverteilt):

P(Z < 0.51) = 0.6950.

0 1 2 3

4 5 6 7 8 9

0.0... | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120

0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359

0.5... | 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019

0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224

1.0... | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485

0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621

1.5... | 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370

0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441

2.0... | 09772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788

0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817

2.5... | 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943

0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952

Lésung:

Max hat schon 500 mal Wappen sicher, benétigt also aus den restlichen 2500 Spielen noch mehr als 1200 mal Wappen.

Variante 1:
Sei W; : gleichverteilte Zufallsvariable auf {0, 1}
(W; =1 fiir Wappen, i = 1,...,2500)

1
—  Erwartungswert von W;:  uw := uw, =

—  Varianz von W;: a'%v = O'%V, = -

N

Weiter sei S := >, W; die Anzahl der Wappen und
§* o= S —2500 - uw

V25000 w

die standardisierte Zufallsvariable

Variante 2:
Sei S : binomialverteilte Zufallsvariable
(N=2500, p=g = %, Anzahl Wappen)

—  Erwartungswert von S: ug = 1250

—  Varianz von S: 0'§ =625

Weiter Sei

gs

die standardisierte Zufallsvariable

Gesucht ist:

P(S > 1200)
1200 - 2500 - 1200 —
P(S > 1200) = P[§* > 2= HW P(S >1200)=P(S*>M)
V25000 s
- P(S* > -2) = P(S* > -2)
- 1-PS*>2)
- P(S*<?2)
ZGzWSq)(z)
“<"0,9772

(2 Punkte)

(1 Punkte)

(1 Punkte)

(1 Punkte)

(4 Punkte)
(1 pro Zeile)
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Musterlsg. Aufgabe 2 (9 Punkte)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass jede holomorphe Funktion f : G — C
(G C C ein Gebiet) die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
16st. Leiten Sie die Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen unter alleiniger Verwendung der Definition von holomorphen Funktio-
nen her.

Beweis: Da f holomorph in G ist, existiert der Grenzwert

i 1) = 1)

zZ— 20 zZ— 20

= f/(Zo) Vzo € G
(1)
Betrachte
8) z=z0+hhER h—0, f(2) = ulz,y) +iv(z, )

f(zgo++hfz = 50(20) = % [(u(zo + h, yo) + iv(zo + h,yo)) — (u(Zo, Yo) + iv(z0, Y0))]

o O 0
h=0_ 8—3(%0,@0) + Za*Z(xo,yo)

(2)

b) z =z +ih, hER

Flzo +1ih) — f(z0)

= L {(ulzo,yo + ) + w0, yo + 1)) — (u(zo, yo) + iv(z0, 90))]

20+ th — 29 ih
== —i%(ﬂﬁmm) + %(xmyo)
(2)
Da f holomorph ist, miissen beide Grenzwerte gleich sein. (2)
Es gilt also
& ug (2, y) +ive (2, y) = —iuy(z,y) + vy (2,y)
(1)
Daraus folgen die CR-DGL
Uz (2,y) = vy (2, y)
uy(z,y) = —va(z,y)
(1)
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Aufgabe 3: (12 Punkte)

Man berechne fiir die Funktion f, gegeben durch
z — sinh(z) 7+ 21

f(z):=z2~c08( ! .)+ - 1
z—3i

2 (z+ 3i)3 ’ | e

das Kurvenintegral 9§ f(2)dz
T

langs der Kurve I', die parametrisiert wird durch /e

3
7 :10.21) = C: ¢ y(9) 1= 2 explip) — 5i.

Lésung:

Zur Vereinfachung der Notation definieren wir zunichst die Funktionen f;, f> und f5 durch

fi@ = zz-cos(z_1 )’ L o

3 H@) = — und  f3(2) =

Zur Berechnung des Kurvenintegrals verwenden wir den Residuensatz 12.8.3.

Im vorliegenden Fall istT' c G = {z € C : |z+ %il < 3} c C eine einfach geschlossene,
positiv orientierte, reguldre Kurve, so dass {z1 = 0,20 = —3i} C Innengebiet(') C G und
f : G\ {z1, 22} = C holomorph ist.

Damit sind die Voraussetzungen des Residuensatzes erfiillt und es gilt:
2
9§f(z) dz = 2ni - Z Res(f,z)). ()
r J=1

Betrachte zunéchst z;. f; und f3 weisen offensichtlich in z; keine Singularititen auf. f> wird in eine Laurent-Reihe um
z1 entwickelt, um zu iiberpriifen, ob dort eine Singularitit vorliegt:

Z—Sinh(Z) B 1 i Z2n+1 B 1 i Z2n+1 _ 1 . ZZ .
2 -2 |° £ (2n+ 1) TP i 2n+ 1) I TR ‘

Also ist f, analytisch in C. Damit gilt:
Res(f>,71) = Res(f,z1) = 0.

Betrachte nun z;. f; und f> weisen in z; keine Singularititen auf. f; hat in z, eine Polstelle der Ordnung 3.

Wir entwickeln f3 in eine Laurent-Reihe um z,.

z+2i z+3i—i —-i+z+3i —i 1

G137 G437 @x3)  G+3i)  G+3iR

Die Laurent-Reihe von f; ist also Z ¢y - (z+ 30" mit ¢, = 0 fiir alle n € Z mit n # -3, —2. Insbesondere ist

nez

c_1 = Res(f3,22) = Res(f,z2) = 0.

Insgesamt folgt nun mit Einsetzen in (x):

9§f(z) dz=0.

(1 Punkt)

(2 Punkte)

(2 Punkte)

(1 Punkt)
(2 Punkte)

(2 Punkte)

(1 Punkt)

(1 Punkt)
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Aufgabe 4: (6 Punkte)

Entwickeln Sie die Funktion f, gegeben durch

1
B+ 212 + 12z’

f(2) =

fir 0 < |2 < 7 in eine Laurent-Reihe um den Entwicklungspunkt a = 0.
Losung: Wir berechnen

f(2) =Z(22le+ﬂ2)
=2(T1n)z (1P)
:7%2 m (1P)
l2/xl<1 ﬂizz k: k( B ;)k—l (3P)
= i k(-1)< 122, (ap)
k=1

=k-2 >
k=1+2

=2 1+ ()2 )
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Aufgabe (Fourier) (6 Punkte)

Seien f,g : R — C zwei absolut integrierbare Funktionen. Dann ist die Fal-
tung definiert durch

reog® = [ T f - ogleyde.

Zeigen Sie den folgenden Satz aus der Vorlesung: Fiir die Fouriertransformierten
von f und g gilt

\/%f(f ®g) = F(f)- Flg).

Losungsvorschlag: Man hat

=Fen =g [ Hegn (1 Punk)
5 [ e[ re-ou@aca

1 o0 o0 .
= %/ / e WhHE(t — &)g(€)dtdE, da f, g absolut integrierbar sind (3 Punkte)

_ % /_ Z /_ O; e~ @0+ f(5)ds g(€)de, substituiere s =t — & (1 Punkt)
1 o ;
_ \/72? [m f(f)efzwgg(g)dﬁ (]_ Punkt)

=F(f)-F(9)-



Aufgabe 6: (12 Punkte)

Losen Sie das folgende Anfangswertproblem mit Hilfe der Laplace-Transformation:

' () +2u' (@) +u@®) =-3t+3, t>0,
u (0) =0,
u’ (0) =0.

Lésung:
Laut Vorlesung (,,Ableitungsregel”) gilt:

LW ®)(s) =5 Lu®)(s)—s- u0+) —u'(0+).

{L W 1) (s) =

Setzt man #i(s) = L (u()) (s), so erhélt man unter Beriicksichtigung von u(0+) = u’(0+) = 0 und mit der Linearitit der

Laplace-Transformation:

L @) + 20 (1) + u®)) (5) = s - ii(s) + 25 - ii(s) + ii(s) = L(=3t + 3)(s) =

Auflosen nach ii(s) liefert:

s - L@®)(s)—  u0+),

i(s) =

Mittels Partialbruchzerlegung erhilt man:

EpyeE
2 (s+ 12
9 6

(s+1) (s+D*

52

3 3
+ =
N
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(*)

Aus Vorlesung und Ubung sind Laplace-Transformierte von Standardfunktionen bekannt (s.u.). Damit ergibt sich:

() = LO)s) = LB -1)(s) = LO-e)(s) = L6 1-e7)(s)

Das bedeutet nichts anderes als

ut®)=9-3-1-9-¢"—-6-t-e".

Bemerkung: In der Vorlesung wurde fiir £ € Ny und Re(s) > Re(u) folgende Tabelle angegeben:

f

Lf

r-e

k

wt

k!
(s =+t

(2 Punkte)

(3 Punkte)

(3 Punkte)

(3 Punkte)

(1 Punkt)



