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Aufgabe 1 [10 Punkte]
Die stetige Wahrscheinlichkeitsdichte f : R — R der stetigen Zufallsvariablen X sei definiert durch

Ft) = {c/t“, > 1,

d(2—t?), |t| <1.
a) Berechnen Sie P ({X = 0}).
b) Bestimmen Sie ¢ und d.
c¢) Errechnen Sie P ({—2 < X < 0}).
d)

Geben Sie Erwartungswert und Varianz von X an.

Losung

(a) Da f stetigist, ist auch F', definiert durch F'(z / f(t)dt, stetig und es gilt F(x—) = F(z)Vx € R.

Damit ist P ({X =0}) = F(0) — F(0—) = 0.
(b) Damit f stetig ist, miissen die Bedingungen

Jim f() = lim f(t) und lim f(t) = lim f(2)

gelten. Beide Bedingungen sind, wegen f(t) = f(—t), dquivalent zu ¢ = d.
Bestimme nun ¢ derart, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, also insbesondere [ f(¢)dt =1
—oo

erfiillt:

1 o)

1= / c/t4dt—|—/c(2—t2)dt+/c/t4dt:c/3+100/3—|—c/3:4c:>c:1/4.

1

(¢) P({— 2<X<O}) P{-2<X<-1})+P({-1< X <0}) = (x).
Berechne diesen Ausdruck iiber Darstellung der Verteilungsfunktion als Integral iiber die Wahrschein-
hchkeltsdlchte

/—dt+/ SLPRY ) A
44 4\ 3], 3 1., 96

(d) fist gerade, damlt ist ¢ — t- f(t) ungerade und es gilt B(X) = [*_¢- f(t)dt = 0.
Berechne nun die Varianz:

o0

Var(X) = B(X2) — (B(X))? = /t2 f()dt—o2_2/4i / Salap g
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Aufgabe 2

[9 Punkte]

Es sei f : C — C auf C holomorph und fiir den Imaginérteil von f gelte Im(f) < Cj fiir eine Konstante
Cy € R. Beweisen Sie, dass dann f auf ganz C konstant sein muss, also f(z) =const.Vz € C~gilt.
Hinweis: Betrachten Sie g : C — C, definiert durch g(z) := exp(f(z)) mit einem geeigneten f : C — C.

Losung
Betrachte g(z) = exp(—

if (2))-
9(2)| = |exp(=if(2))| = [exp(Im(f(2)) — iRe(f(2)))|

|
= |exp(Im(f(2)))| < exp(Co) = const.

= g ist beschrankt. Mit dem Satz von Liouwille folgt, dass g konstant ist, d.h. 4 C' € C, so dass

g(z)=C vVzeC.

= (=) f(z) = Log(g(z)) = Log(C)

=log(|C|) +i - arg(C) +i - 2kom

fiir ein kg aus Z, da f holomorph und damit insbesondere stetig.

= f(z) = const.

Alternativ:

g(z) = C ist holomorph.

= f(z) = const.
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Aufgabe 3 [11 Punkte]
Zeigen Sie mit dem Residuensatz, dass fiir a € C die folgende Identitét gilt:

/ i dz =mi(a—1+cos(a)-e%) .

24+ 223 + 222
|z|=3

Losung
Betrachte zundchst den Nenner:

z4+2z3+2z2222(22+2z+2):0.
=z=0o0der 224+224+2=0.
=z2=0o0derz2=—-14++v1—-2=-1+41.

Man erhilt also 2* + 223 + 222 = 22 (2 + 1 +4) (2 + 1 — i). Dann hat die Funktion f : C — C, definiert
durch

az

e

f(2):= 244223 + 222
da e # 0 ist fiir alle a,z € C, in den Punkten z = —1 4+ ¢ und z = —1 — ¢ einfache Pole und in z = 0
einen Pol der Ordnung 2. Alle drei Singularitéten liegen innerhalb von Bs(0). 1]

Berechne also die Residuen:
(i)
Res(f,—1+1i) = lini1+, (z+1—14)- f(2)
. ez ea(—l—i—i)
= lim — = —5—
ol 22 (2 1 +10)  (=144)°2i

e~ a . el

1
2%-(1—-2i—1) 4

—a ia

(& - €

i)
( Res(f,—1—14) = lim (z+141)- f(2)

z——1—1
' 0% ea(—l—i)
= lim — — = — .
o1 22 (2 4+ 1 —4) (=1 —1i)%(—2i)
e a. e—ia 1 )
_ — g4, pla

—2-(1+2i—1) 4

(i)

S (2% £(2))
(2-1)! 2=0dz
L (22. e )
1l 2=0dz 22 (22422 +2)

. d 0%

=lim— ( ————

z=0dz \22+22+2
a-e® (22 422+ 2) —e* (22 + 2)

Res(f,0) =

= lim 5
z—0 (22 +22+2)

_2a—2_a 1

4 22
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Nun folgt mit dem Residuensatz:

/ f(z)dz = 2mi (Res(f,0) + Res(f,—1 — i) + Res(f,—1 4 1))
|z|=3

i a 1+1 —a 7ia+1 —a ia
= /3 _ — — —.e .e — . e . e
™\27 271 4

_ . 1 —a 1 ia —ia
=m{la—1+e"- 3 (e +e
=7i(a—1+e " cos(a)) .

Hinweis zur Vergabe der Punkte:

Es gibt zwei Punkte fiir die richtige Angabe der Nullstellen des Nenners und einen fiir die Erkenntnis, dass
alle drei Singularitéten in Bs(0) liegen.

Bei der Berechnung der Residuen entféllt je ein Punkt darauf, dass man erkennt, um welche Art von
Singularitét es sich handelt, d.h. auf den richtigen Ansatz zur Berechnung des Residuums, und je einer
(bzw. zwei beim Pol zweiter Ordnung) auf die richtige Rechnung.

SchlieBlich gibt es noch einen Punkt fiir die Anwendung des Residuensatzes bzw. das Zusammenfassen.
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Aufgabe 4 [6 Punkte]
Entwickeln Sie die Funktion f, gegeben durch f(z) := (2 — 2)/(2* — 32% + 2z), in eine Laurent-Reihe auf
{z€C :|z|>2}in 2z =0.

Losung
Es ergibt sich

z—2
f(z)_z3—322+22
- z—2
T 2(22 - 324 2)
- z—2
2z =1 (2 —2)
B 1
Co2(z—1)
_z—(2—1)
o2z 1)
R
T z—1 2z
11 1
Szl -1/z oz
Il , 1
= — z _— —
z = z
-1
1
S oEe
z
k=—oc0
—2
Y-
k=—o00
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Aufgabe 5 [12 Punkte]
Berechnen Sie mithilfe der Laplace-Transformation fiir a > 0 die Losung u : [0,00) — R der Gleichung

(" (t) + a®u(t) = 0, t>0,
u(0) =0,
/e‘tu(t)dt =1
(0

Losung
Wir schreiben Lv fiir die Laplace-Transformation von v : [0,00) — R, das heift

(Lv)(s) == /e_Stv(t)dt.

Wir haben
(Lu")(s) = s*(Lu)(s) — su(0) — u'(0) = s*(Lu)(s) — u/(0), 2]
so dass
s*(Lu)(s) — u'(0) + a*(Lu)(s) = 0. [2]
Setzen wir, da (Lu)(1) = [;° e *u(t)dt = 1 gilt, s = 1, dann bekommen wir [2]
W' (0) =1+ a?, 2]

und deshalb ist

2402 a s2+a? (2]

also

u(t) = sin(at). 2]
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Aufgabe 6 [6 Punkte]
Zeigen Sie, dass fiir Losungen v = u(t, z) der Warmeleitungsgleichung
O =d-0%u, firt >0, z € (0,7),
u(0,z) = up(x), fir x € (0,m),
u(t,0) =u(t,m) =0, fir t > 0,

mit einer vorgegebenen Diffusionskonstante d > 0 und einer Anfangsbedingung uy € L?*(0,7) die folgende
Abschétzung gilt:

Ju(t, Mzzom < e - uollz2om -

Losung

Sei

ug(z) = E ay - \/;sm(kx), lluoll 20,7 =
k=1 N =
e 2]

Dann ist aus der Vorlesung bekannt, dass Losungen der gegebenen Wirmeleitungsgleichung die folgende
Gestalt haben:

u(t,z) = ; age” e (). 2]

Damit gilt:
. || £20,7) -

o0
[u(t, )220 = Zaie—wk% <
k=1

2]
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