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Aufgabe 1
Gegeben sei die Funktion
2
F: {zE(C: |z—z’]7é1}—>(C, z — F(z) = 51§ (z—l——w)de
(w?+1)

|lw—i|=1

(a) Berechnen Sie eine integralfreie Darstellung von F'(z) fiir |z —i| < 1.
(b) Was ist F'(—i)?

Losung

(a) Fiir das Polynom im Nenner gilt: (w? + 1)* = (w — 9)*(w + 1)

Der Integrand hat also in dem Gebiet, das von dem Integrationsweg umschlossen wird, eine doppelte
Polstelle in 7. Dabei ldsst sich F'(z) fiir beliebiges z € C darstellen als

PO = ¢ S mit ) - R

f ist differenzierbar an der Stelle ¢ und fiir die erste Ableitung von f an der Stellte i gilt

f,(z_):2~(z+w)~(w+ii;?);l(z+w)2«(w—l—i) :22i«(z—|—(2i>—3(z+i)2:—Ii(zz_i_l). )

Nun werden parallel zwei Ansétze aufgezeigt.

1. Ansatz: Man stellt fest, dass fiir das Gebiet G := C\{—i} die Funktion f holomorph auf G ist.
Des Weiteren ist die positiv orientierte Kurve, die durch |w — i| = 1 induziert wird, einfach geschlossen
und reguldr (als Kreisrand) und liegt in G. Weiter gilt, dass das Innengebiet davon ganz in G liegt, da
—i & By(i) wegen | —i —i| =2 > 1.

Nun verwendet man die Folgerung aus der Cauchyschen Integralformel (Folg. 12.5.13) und erhélt mit (1):

1 T
Fz:yg flw)——=dw = 2mi - /(i) = =(z* + 1).
= gy () =T +1)
Da dies fiir beliebiges z € C gilt, gilt es insbesondere fiir |z —i| < 1.

2. Ansatz: Man stellt fest, dass fiir das Gebiet G := C\{—i} die Funktion g, definiert durch
g(w) == f(w)/(w —4)?, holomorph auf G\{i} ist. Dann gilt mit dem Residuensatz

1 . .
F(z) = %gw—u:l f(w)mdw = ygw—ﬂ:l g(w)dw = 2mi - Res(g, 7).

Weiterhin gilt mit Lemma 12.8.5 fiir z # —¢, da g einen Pol zweiter Ordnung in ¢ hat, dass

1 d

Res(g,i) = — lim {—(w — @')Qg(w)] = lim f'(w) = f'(4).
11 w—i | dw w—i

Fiir z = —i ergibt sich dagegen Res(g,7) = 0, da g dann keine Singularitét in ¢ hat (kiirzt sich raus).

Damit ergibt sich insgesamt F(z) = (7/2)(2? + 1) fiir beliebiges z € C, insbesondere fiir |z — i| < 1.

(b) F(z) aus Teil (a) ist gegeben durch F'(z) = Z(z* + 1), wobei z nicht eingeschréinkt sein muss.

Damit ist F* holomorph und es gilt F’(z) = mz und daher F'(—i) = —mi.
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Aufgabe 2
Die Funktion f: C — C sei fiir 2 € C gegeben durch f(z) := 2% — 22% + 322 — 22 + 2.

(a) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f.
(b) Berechnen Sie mithilfe von Teil (a) das Integral
423 — 627 + 62 — 2
A&

dz,

wobei M := {ZGC: lz+1+i]+ ]z — 1+ <2\/§}
Hinweis: Es liegen Nullstellen von f in M, was unter anderem zu zeigen ist.

Losung
(a) Durch Ausprobieren erkennt man, dass i eine Nullstelle ist.
Da die Koeffizienten von f alle reell sind, muss auch —: eine Nullstelle sein. Es ergibt sich damit, dass
22 4+ 1 ein Teiler von f ist. Zur Bestimmung der beiden restlichen Nullstellen wird eine Polynomdivision
ausgefiihrt:

(2 =223 4322 -2 4+2)/(2* +1) =22 -2z + 2.

Die Nullstellen von 2% — 2z + 2 sind wiederum 1 + 4 und 1 — 4. Insgesamt sind daher die vier Nullstellen
von f:
le—i, Zgzl—i, Zgz’i, 24:1+Z

(b) OM kann als einfach geschlossene, regulidre Kurve definiert werden und es gilt f # 0 auf M, denn

2 | =i 14i 4| —i— 14 =[1]+]|-1] =2 <2V?2,

2 l—i+l4i+1—i—1+i =2 =2<2V2,

25t i+ 14|+ i —1+i| =142 + | — 1+ 2i] = 2v5 > 22,
2 14i4+ 14 +[1+i—1+d =[2/|1+4] +[2]]i]| = 2vV2+2 > 2V/2.

Also liegen zwei der vier Nullstellen im Innengebiet von M und zwei auBerhalb von M.
Die Vielfachheiten der Nullstellen sind jeweils eins,

1. Ansatz: Es gilt f/(z) = 42% — 622 + 62 — 2. Weiterhin ist f als Polynom holomorph auf C.

/
Dann gilt mit Satz 12.8.12 (Anzahlformel), dass ‘;((Z)) dz = 2mi - 2 = 4mi.
oM
2. Ansatz: Die Funktion g, definiert durch g(z) := 423’6&% ist holomorph auf M\{—i,1 — i}, wobei

M:={z€C:|z4+1+i+]z—1+i <2V3} D M.

Weiterhin hat die Funktion f nur die beiden Nullstellen —i und 1 —4 in M, welches damit Polstellen erster
Ordnung von g sind. Dann gilt mit dem Residuensatz 12.8.3:

42% — 622 -2
§Z§ @ -0 462 dz = 2mi - (Res(g, —i) + Res(g, 1 —7)).
oM f(z)

Fiir die Residuen gilt weiterhin mit Lemma 12.8.4:

Res(g, —i) = Zlin_ll (2 +1)g(2)] = __4222(_1&_ ;Z)G(Z _1)2 ;E Z; =1
Res(g,1 —1i) = Zl_1>rln2 (z—=1+14)g(2)] = S 1 _(12;(2))(+262()1 - - :;g i z; =L

423 — 622 + 62 — 2
Insgesamt folgt daher §I§ : z + bz dz =2mi- (1 + 1) = 4mi.

M f(z)
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Aufgabe 3
Berechnen Sie mithilfe des Residuensatzes das komplexe Kurvenintegral %
l21=3

Losung
Sei die Funktion f definiert durch f(z) :=

23(1—22)%"

dz

23(1 — 22)°

f hat einen Pol dritter Ordnung in z; := 0 und Pole fiinfter Ordnung in 2,3 := £1.

Nun ist 23 € M := {z : |2| < 1/2} und zy/3 ¢ M.

Mithilfe der geometrischen Reihe lédsst sich f schreiben als

f(z) = ﬁ -3 (1 _1) sia L (i())

k=0

1

1 1

Durch ablesen erhédlt man Res(f,0) = 5.
Mit dem Residuensatz folgt, dass

d

yg — — 9niRes(f,0) = 10mi.
23(1 — 22)

lol=4

Alternative Losung:

Sei die Funktion f definiert durch f(z) := -

23(1—22)%"

f hat einen Pol dritter Ordnung in 2; := 0 und Pole fiinfter Ordnung in 2,3 := £1.

Nun ist 23 € M := {z : |2| < 1/2} und zy9/3 ¢ M.

Mit dem Residuensatz gilt nun, dass

dz _
% m = 2 RGS(f, O)

l21=4

2
= 2mi lim (%% [f(z)z?’})

o (L 1
— R 2d (1 —22)5

_ il i 10z
TR dz | (1 —22)8

. {10(1 — 2%) + 12022
= ¢ lim

z—0 (1 — Z2>7
= 1072.
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Aufgabe 4

Es bezeichne fiir festes n € N

P, = {p: R—>R’p(t) = Zaktk, akER}
k=0

die Menge der Polynome vom Grad < n. Dann ist (P,, | - || ) vermdge der Norm ||p|| := >"_, |ax|
ein normierter Raum. (Das sollen Sie nicht zeigen!)

Zeigen oder widerlegen Sie: Der normierte Raum (P, | - ||) ist vollsténdig.

Losung

Behauptung: (Py, ||-||) ist vollstandig.

Sei {pPm}en € P eine Cauchy-Folge. Das heifit, es existieren zu jedem m € N Koeffizienten ayn, € R,
k=0,...,n,s0dass p,(t) =Y |_, axmt" fiir alle t € R.

Aus der Cauchyfolgeneigenschaft folgt, dass zu jeden € > 0 ein NV € N existiert, so dass

n
Il =il = lax; — axa| < &
k=0

fiir alle j,1 > N.

Daraus folgt insbesondere

n
e> Y lan; — arl > lag; — ag,
k=0

fiir alle 7,1 > N und jedes feste k € {0,...,n}.

Daher ist {aj,, }men C R fiir jedes feste k € {0,...,n} eine Cauchy Folge.

Die Vollsténdigkeit von R liefert die Existenz einer reellen Zahl ag, so dass

|a,~€7m — CL,;| — 0.

m—o0

Definiere nun p: R — R, p(t) := >_,_, axt”. Dann gilt p € P, und

[pm — pl| = Z |agm — ax] — 0.
—_———

m—ro0

k=0 %4 vk

m— o0

Es folgt die Vollstandigkeit.
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Aufgabe 5
Seien K = R oder C, (C([0,2]), || |[co) der Raum der stetigen Funktionen mit der Supremumsnorm
x|l == supt€[072}|x(t)| und (C*([0,2]), || - [lcr) mit der C*~Norm ||z|[c1 := max { %] oo 5 ||:E/||oo} der

Raum der stetig differenzierbaren Funktionen auf [0, 2], wobei 2’ die Ableitung von x bezeichnet.

Wir definieren den Operator

T (01([0, 2), |l Hcl) LK, Ta o= 2(0) + 2(1) — 2/(2).
Zeigen Sie: T € c((cl([o,z]), I llen) ,K) mit |7 = 3.

Losung
Seien o € K und zy, x5 € C* ([0, 2]). Dann folgt

T (azy + 22) = (zy + 22)" (0) + (w1 + 29) (1) — (azy + 22)' (2)
= azy(0) + azi(1) — az(2) + 25(0) + 22(1) — 25(2)
=aT (z1) + T (z2).

Es folgt die IK—Linearitédt von 7.

Sei nun z € C* ([0, 2]) mit = # 0. Dann folgt

Ta| = [¢/(0) + 2(1) — /(@) < 12/(O)] + 2(1)] + [2'(2)] < 3~ i { e, o} = 3- 1zl

Teilen durch ||z||c1 und Ubergang zum Supremum auf der linken Seite liefert

T
1T = sup 221 < 5
220 [|%][cr

Zur anderen Ungleichung: Wir méchten ein zy € C* ([0, 2]) konstruieren,
so dass |T (x¢)] = 3 und ||x¢||cr < 1, um dann die Beziehung

1T = sup [T(x)] = |T (xo)| = 3
x€C1([0,2])
||$Hcl <1
auszunutzen. Finde also eine C' ([0, 2])-Funktion mit z¢(1) = 1, z{(0) = 1 und z{(2) = —1.
Definiere z{(t) := —t + 1 fiir ¢ € [0,2]. Dann ist z;, stetig und erfiillt obige Randbedingungen.
Es folgt zo(t) = —3t* +t + ¢ fiir ¢ € R. xo(1) = 1 liefert ¢ = 5. Weiter gilt
1 1 1 )
ool = g |52+ 0+ 5| = max |5 6= 1071
A = —t+1 =1
ot = gy =t 11 =

Das heiflt, es liegt bereits ||zo||c: < 1 vor und die Behauptung folgt.
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Aufgabe 6

Sei V = (% = {:v = (fj)jeN 0 & €C und ) |€]"2 < oo} der Hilbertraum der quadratsummierbaren
j=1
Folgen mit Skalarprodukt

<‘ray> = Z_j'yj fir = = (fj)jel\w y = (Vj)jeN €.

Des Weiteren sei ¢, = (0,0,...,0,1,0,...) € (?

/I\

k—te Stelle
der k-te Einheitsvektor aus ¢2. (ey),cy bezeichne also die Standard-Orthonormalbasis von £2.
Man zeige:
(a) Die Einheitskugel B := {x € ¢*: ||z|| < 1} ist eine abgeschlossene Menge in (2.

(b) Die Folge (), C B C % mit x, := ¢y, ist keine Cauchy-Folge in ¢2.
(c) Die Einheitskugel B ist — trotz ihrer Abgeschlossenheit und Beschranktheit — nicht folgenkompakt.
(d) Die Identitéitsabbildung Id: ¢ — (2, x + x, ist kein kompakter Operator.

Loésung

(a) Sei (7,)nen eine konvergente Folge mit (x,,)pey € B und lim z,, = z in (%
n—oo

Wegen ||z,|| <1 fiur alle n € N und der Stetigkeit der Norm folgt
[z = || lim z,[ = lim |[2,] < lim 1 =1.
n—00 n—00 n—00

Daher ist z in B enthalten und demnach B abgeschlossen.
(b) Sei i,j € N beliebig mit 7 # j.
Es gilt
i — 2] = llei — el = V2.

Daraus folgt bereits, dass (z)ken keine Cauchy-Folge sein kann.
(c) Die Folge (zx)ren aus dem zweiten Aufgabenteil ist in B enthalten. Weiter gilt

|#; — z;]| = V2 (oder anderes passendes Beispiel),

fir alle 7,7 € N mit ¢ # j. Daher besitzt (zy)ren keine Teilfolge, die eine Cauchy-Folge ist und
demnach auch keine konvergente Teilfolge. Hieraus folgt, dass B nicht folgenkompakt ist.
(d) Da B abgeschlossen ist, gilt
Id(B) = B = B.

Daher ist mit dem dritten Aufgabenteil Id(B) nicht kompakt.
WEeil B eine beschriinkte Menge ist und jeder kompakte Operator beschrinkte Mengen auf relativ
kompakte Mengen abbildet, folgt, dass Id: £2 — ¢? kein kompakter Operator ist.
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