RWNTH Tel.: +49 241 80-94925

Prof. Dr. Stanislaus Maier-Paape Sekr.: +49 241 80 94927
Templergraben 55 Fax: +49 241 80 92323
52062 Aachen maier@instmath.rwth-aachen.de
Raum 109 http://www.instmath.rwth-aachen.de/maier
B. Sc. 3 . _ 17.02.2017
SoSe 2016 Klausur: Hohere Mathematik IV (Physiker)  Dauer: 90 Minuten
Aufgabe 1
Gegeben sei H: {Z €C: |z] # 1} — C mit

HE) = g o du fir J2] £ 1

2) = o Y w fir |z :

|w|=1

(a) Geben Sie H(z) fur |z| # 1 integralfrei an.
(b) Ist H holomorph fortsetzbar auf C ? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Nutzen Sie z.B. Partialbruchzerlegung fiir z # 0 fest.

Losung
1 1 /-1 1
(a) Fiir z # 0 gilt die Partialbruchzerlegung ~————=—-|—+ ) fiir w # 0,w # 2.
ww—2z2) z\w w-—z

Damit erhélt man fir z #0:  H(z) = 5 3 o {3& ! dw —§I§ ldw] .
- |w |w

LW —Z L w
Der zweite Integrant steht hier bereits als Laurentr|eihe um den Entwlicklungspunkt 0, dessen Sin-
gularitdat, und der erste Integrant als Laurentreihe um den Entwicklungspunkt z, ebenfalls dessen
Singularitéit. Das Residuum der beiden Integranten um deren jeweilige Polstelle ist in beiden Féllen
also 1.
Da weiterhin die Kurve I' = {|w| = 1} als Kreisrand einfach geschlossen, regulér und positiv orien-
tiert ist, gilt:
Die einzige Polstelle von 1/w, die 0, liegt im Inneren von I'; weshalb aus dem Residuensatz
yg 1 dw = 2mi folgt.

w|=1 W
Weiterhin liegt fiir [2| < 1 die einzige Polstelle von 1/(w — z) ebenfalls im Inneren von I'. Damit
ergibt auch das erste Integral 27 und es gilt daher mit dem Residuensatz

H(z) = 1 Bﬁ ! dw—yg ldw}: 1 - (2mi —27i) =0 fir 0 < |z| < 1.
2m - 2 =1 W — 2 w|=1 W 2mi - z

Fiir |z| > 1 liegt die einzige Polstelle von 1/(w — z) nicht im Inneren von I', sodass 1/(w — z) in einer

geniigend kleinen offenen Kugel mit Radius > 1 um die 0 holomorph ist. Da trivialerweise dann das

Innere von I' und I' selbst ganz in dieser grofleren Kugel enthalten ist, gilt mit dem Satz von Cauchy

und dem bereits Gefundenen

1 1 1 1 1
H(z) {yg dw—ﬁ‘_ —dw] =5 '(O—Qﬂi):—; fir |z| > 1.

2w - 2 -1 W — %

Fiir 2 = 0 ist 1/w? bereits Laurentreihe um den Entwicklungspunkt 0 und daher das Residuum dort

1 1
0 und es folgt mit dem Residuensatz ~H(0) = — - §1§ — dw = 0.
|w

2mi =1 W2

0 lz| <1

—z7b |z > 1

(b) Da | —1/z] — 1 fiir |2|] — 1 ist H nicht stetig fortsetzbar auf |z| = 1.
Damit ist es insbesondere nicht holomorph fortsetzbar.

Insgesamt ist damit H(z) gegeben durch: H(z) = {
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Aufgabe 2
Berechnen Sie mithilfe des Residuensatzes das Integral

o0

/ Tz + 2 d
T.

x5+ 224 +4x + 8

0

Losung
Wir definieren f(z) := 2° + 22% + 42 + 8, dann ist f(—2) = 0, d.h. f besitzt eine Nullstelle bei z = —2.
Eine Polynomdivision ergibt g(z) := f(x)/(z + 2) = 2* + 4 und das Integral lisst sich umformen zu

o) o o0

2 1 mmeriel 1
I::/ T dx:/ dxsy:t —/ dx
2%+ 224 + 4x + 8 rt+4 2 x4+ 4

0 0 —00

Mit dem Ansatz z = re?® fiir r > 0 und ¢ € [0, 27) erhalten wir
9(2) =0 2t =4
o riet?t = g
Sr=v2 A 4dp=(1+2kr keZ

Sr=v2 A gb:(i-k%k)w ,ke€{0,1,2,3} (da ¢ € [0,2m)).

Die Nullstellen von ¢ sind somit gegeben durch z; := \/§e<i+%k)m, k€ {0,1,2,3}.
Sei nun R > v/2 und ¢ € [0, 7], dann gilt fiir §(z) := -

9(2)
o R

R
- |R* (cos(4¢) + isin(4¢)) + 4|
R
(R cos(4¢) + 4)* + RS sin®(4¢)
R
" RS+ 8R* cos(4¢) + 16

<
SR SR 16 Ao
Weiter ist g holomorph auf C \ {zo, 21, 22, 23} und es folgt mit Satz 12.8.7
I = i (Res(g, z0) + Res(g, 21)) .

Wegen zg = —29,21 = —z3 und 22 = —2? gilt
1 1 1 1
Res(g, 20) = lim g(2)(z — 20) = = = - = :
(g O) 2—z0 g( )( O) (Zo - 21)(20 - Zz)(zo - 23) 220(23 - Z%) 8\/56%” —8+8i
e
16
und
1 1 1 1 1—2
R ~, - 1 q — = = = - = - = .
S0 a) = I I = o) = G e —5) (=) svaem  s+si 16

Insgesamt folgt

[ — i 1+z’+1—z’ T
™\ 16 16 ) 8§
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Aufgabe 3

Ein Kohlekraftwerk speist mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% innerhalb von 100 Tagen mehr als
500 GWh ins Netz ein.

Im Mittelwert liefert es 533 GWh auf 100 Tage. Wie hoch sind Mittelwert und Standardabweichung der
taglichen Einspeisung, wenn man davon ausgeht, dass die téglichen Werte stochastisch unabhéngig und
identisch verteilt sind?

Hinweis: ®(1,65) ~ 95%, wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Loésung

Fiir den Tag ¢, « € N, werde die Netzeinspeisung durch die Zufallsvariable X; beschrieben, wobei X;, i € N,
stochastisch unabhéngig und identisch verteilt (iid.) sind.

Die Netzeinspeisung nach N Tagen sei gegeben durch die Zufallsvariable Sy := Zfil X;.

Bekannt ist

P(Sloo > 500 GWh) = 95%,
E(S100) = 533 GWh.

Gesucht sind p := E(X;) und o := Var(X;).
Da die téglichen Einspeisungen iid. sind, ist E(Sy) = N - p und daher p = E(S199)/100 = 5,33 GWh.
AuBerdem gilt

Sio0 — 100 - 11 _ 500 GWh — 100 - u)
V1000~ V100 - o '

& 95%:1—P(

Mit dem zentralen Grenzwertsatz folgt

500 GWh — 100 -
95%%1—@( “),

V100 - o

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung bzw. die Gauflsche Fehlerfunktion ist.
P . _ 500 GWh—100-4 \ -,

Aus Symmetriegriinden gilt 1 — ®(¢) = ®(—¢) und daher ® (—W) ~ 95%.

Aus dem Hinweis folgt, dass

500 GWh — 100 - 1

v/100 - o
500 GWh — 100 - 50 — 53

Vv100-1,65 1,65

Die tégliche Einspeisung ist im Mittel 5,33 GWh mit einer Standardabweichung von etwa 2 GWh.

1,65 ~

& o~ GWh = 2GWh.
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Aufgabe 4

Sei H! ( (0, ) ) der Sobolevraum der einmal schwach differenzierbaren Funktion auf (0, 7)

beziiglich des VONS 5
er(x) = \/jsin(k-x), re (0,m), keN.
s

- N
Fiir u € H'((0,7)) sei Pyu= Y. (€, u) € die orthogonale Projektion auf span{e€,...,ey} .
k=1

Zeigen Sie fir N € N fest:

oo

@) [lu = Prulla (o) = Do 1@ )l

K=N+1

2

b

®) [l l2(0.m) = D K¥I(Ee w)

1
(©) flw = Prell o) = 77 19052 0m)

Losung B
(a) Fiir u e HY((0,7)) C L*((0, 7)) gilt

</ék7 u) : /e\lm
1

[e.e]
u =
k=

mit Konvergenz in L?((0,7)).

Daher folgt mit der Parseval-Gleichung fiir festes N € N

2

L2((0,m))

[e%S) N
s = Prvulaqomy = || D2 (B w) -8 = (G -
k=1

k=1
o0
:HZ@@@

2

k=N-+1 o

= {( Z (e, u) - e, Z (€, u) '€Z>L2((O’”))
k=N+1 N

= Y Gnul@)

Y

wegen der Orthonormalitéit der (€ )ken-
(b) Nach Definition ist

mbm%i@wmﬁmN@M%W%m»

N—oo dx N—o0 X
k=1 k=1
N 2 [e’s)
= lim ;@k,m k- \/;coswsx) = k1<ak,u> k- k(o)
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mit g(x) = \/gcos(k:x). Es ist bekannt, dass die g, k£ € N, (mit gy = \/g) ein (vollsténdiges) ONS
in L2((0, 7)) sind.
Wegen

folgt mit der Parseval-Gleichung

|h/”%2“QW» ::“§£:<ék7u>'kf‘§k‘

k=1 k=1
(c) Mit Aufgabenteil (a) und (b) ergibt sich
2 S 2 K 2
lu=Pruliaom = D @ ulP= 3 (& u)
k=N-+1 k=N+1
1 oo
< k - 2 -~ 2
* N+1 g

1 112
::ZRF;jDEHUHL%mm»-

Es folgt

1

lu = Pyullz2(0.x) < m”ﬂ'”wwmn-
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Aufgabe 5
Es sei G C R" ein Gebiet im R™ und

V = L[*Q) = {f: G—C ‘ f ist Lebesgue—integrierbar und /|f(x)‘2dx < oo}
G

sei der Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen mit Skalarprodukt

(f.g) = / 7@ -gl@)de fir f.ge IXG).
G

Des Weiteren sei (eg), oy ein beliebiges vollstindiges Orthonormalsystem (Orthonormalbasis) von L*(G).

ke
Man zeige:

(a) Die Einheitskugel B := {f € L*(G): || f|| < 1} ist eine abgeschlossene Menge in L*(G).

(b) Die Folge (fi),ey € B C L*(G) mit fj, := ey, ist keine Cauchy-Folge in L*(G).

(c) Die Einheitskugel B ist — trotz ihrer Abgeschlossenheit und Beschrianktheit — nicht folgenkompakt.
(d) Die Identitéitsabbildung Id: L*(G) — L*(G), f — f, ist kein kompakter Operator.

Loésung
(a) Sei (fn)nen eine konvergente Folge mit (f,,)neny C B und lim f, = f in L*(G).
n—0o0

Wegen || f,,|| <1 fiir alle n € N und der Stetigkeit der Norm folgt
£l = || im f,| = lim ||f,]| < lim 1= 1.
n—00 n—00 n—o00

Daher ist f in B enthalten und demnach B abgeschlossen.
(b) Sei i,j € N beliebig mit 7 # j.
Es gilt
1 = £ill = lles = el = V2.

Daraus folgt bereits, dass (fx)ren keine Cauchy-Folge sein kann.
(c) Die Folge (fr)ren aus dem zweiten Aufgabenteil ist in B enthalten. Weiter gilt

Ifi — fill = V2 (oder anderes passendes Beispiel),

fir alle i,7 € N mit ¢ # j. Daher besitzt (fi)ren keine Teilfolge, die eine Cauchy-Folge ist und
demnach auch keine konvergente Teilfolge. Hieraus folgt, dass B nicht folgenkompakt ist.
(d) Da B abgeschlossen ist, gilt
Id(B) =B = B.

Daher ist mit dem dritten Aufgabenteil Id(B) nicht kompakt.
Weil B eine beschriankte Menge ist und jeder kompakte Operator beschrinkte Mengen auf relativ
kompakte Mengen abbildet, folgt, dass Id: L*(G) — L*(G) kein kompakter Operator ist.
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