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Aufgabe 1

(a) Bestimmen Sie eine Mobius—Transformation der Form

flo) = BF0 e,

ot d’
sodass f(i) =0, f(0) =2 und f(2i) = oc.
(b) Was ist f~1(3+1) ?
(c) Bestimmen Sie f(Q), wobei @ den rechten oberen Quadranten
Q= {zE(C ‘ Re(z) > 0, Tm(z) > o}

bezeichnet, und skizzieren Sie f(Q).

Losung

(a) Aus f(i) =0 und f(2i) = oo folgt

also ( )
a(z —i
(z) = c(z —2i)
Aus f(0) = 2 wiederum a = 4c.
Insgesamt ist
4(z — 1)
1@ ===
(b) Die Umkehrabbildung ist gegeben durch
dw —b —21w + 41
1 i _
/ <w)_—cw—|—a —w +4
Einsetzen ergibt direkt
2—2
-1 .
3 = =2
FrEr) =2

(c) Zunichst gilt fiir die Mobius-Transformation f, dass Kreise und Geraden auf Kreise und Geraden
abgebildet werden.
Wegen 0,14,2i € iR und 2,0,00 € RU {occ}, folgt bereits

F(UR) € RU {oo}.
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Genauer ist wegen

4: _1 o0
(y )yl>4
y—2

fiy) =
und f(2i) = oo, f(3i) =8
F({z € C|Re(2) = 0,Im(z) > 2i}) = {2 € C|Im(2) = 0, Re(z) € (4,00)}.
Weiter ist wegen f(i) = 0, f(0) = 2 und f(2i) = oo

f({z € C|Re(z) = 0,Im(z) € (0,2)}) = {z € C|Im(z) = 0,Re(z) € (—00,2)}.

Insgesamt also
f({z € C|Re(z) = 0,Im(2) € (0,00) \ {2}}) = {z € C|Re(2) € (—00,2) U (4,00),Im(z) = 0} =: M,.
Berechne nun f(R). Es gilt 0,2 € R und f(0) = 2, f(2) = 3 +i. Wegen f(iy) == 4, folgt

floo) =4,

sodass f(R) ein Kreis sein muss.
Wegen [2 — 3| =[(3+1i) — 3| = |4 — 3| =1, folgt

f{z€ClIm(z) =0,Re(z) >0}) ={z=a+iy € Cl(z —3)* +3* =1,y > 0} = M,.

f(Q) ist berandet von M; und M,. Setze einen inneren Punkt von @ ein fiir das genaue Abbildungs-
verhalten:
f(l4+4)=2+2i

hat liegt oberhalb von M; U M,. Damit ist

f(Q) = {z € C[Im(z) > 0} \ Bi(3).
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Aufgabe 2
Gegeben sei die Funktion F': {z €eC: |z+1i| # 1} — C, definiert durch

_ 4 en
F(z) == yg (w+ 2)? d

lw—i| =1
Mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel berechne man F’(1) und F'(—i).

Losung
Sei I' die positiv orientierte Kurve {|w —i| = 1}. Dann ist I' geschlossen und regulér in C.
Definiere

Dann ist nach Voraussetzung

(w = z)?
lw—i| =1
und F'(z ):—F’(— ) fur alle {z € C: |z—i]7é1}.
Zu F'(1) = —F'(=1):
Da dist(—1,7) = | — 1 —i| = v/2 > 1 existieren @ > 1 und 0 < # < 1 mit a + 3 < /2 und

Fr'cA={weC:|lw—i|l<a}=DB.(i), —-1€eB:={ze€C: |z+1| <p}=Bs(—1),

sodass AN B = (). Weiterhin ist die Abbildung

holomorph fiir w € C mit w # 2. Wegen AN B = () ist ist sie damit fiir jedes z € B fest holomorph fiir
alle w € A und A ist zudem ein Gebiet.

Insgesamt ist also I' eine geschlossene reguldre Kurve in C, die selbst und dessen Innengebiet ganz in dem
Gebiet A enthalten sind, auf welchem der Integrand holomorph ist. Nach dem Satz von Cauchy ist damit
jedoch das gesamte Kurvenintegral 0, sodass F (z) = 0 fir alle z € B. Da B eine Umgebung von —1 ist,
ist demnach F'(—1) = 0 = F'(1).

Zu F'(—i):

Nach Voraussetzung wird T' positiv durchlaufen, und f(w) := w? exp(w) ist holomorph auf C. Damit ist
nach der Cauchyschen Integralformel bzw. genauer mit der Folgerung 12.5.13:

F(z) =2mi- f'(2)

fiir alle z € X, wobei X das Innengebiet von I' bezeichne.
Damit ist

F'(2) = 2mi - f"(2) = 2mi - [(2w + w?) exp(w)}/ =2mi - (24 4z + 2%) exp(2).

w=z

Da offensichtlich i € 3, gilt

F'(—i) = —F'(i) = —2mi - exp(i)(4i + 1) = 2w exp(i)(4 — ).
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Aufgabe 3
Sind folgende Aussagen wahr oder falsch?

Geben Sie eine kurze Begriindung, bzw. ein Gegenbeispiel an.

(a) Seien Xj, j € N, stochastisch unabhéngige Zufallsvariable auf (£2, &, P) mit
Erwartungswert E(X;) = p und Var(X;) = o? fiir alle j € N. Dann gilt:

E (X1 Xot X5) = B (X1) - B (Xs) + [E (Xz)r

(b) Polynome p: C — C, p(z) =ap+ a1z + ...+ apz™ mit Koeffizienten a; € C, j =0,

in jedem Punkt z € C (komplex) analytisch und in jedem z € R C C reell analytisch.

(c) Fiir die Funktion
f: C\{0} — C

1
Z — exp (—2>
z

gilt fiir jede Nullfolge (2), .y € C\ {0}, dass | f (z,) | — 00 (n — o0).

...,m, sind

Hinweis: zu erkennen, ob die Aussage wahr oder falsch ist, ist nur eine notwendige Bedingung

um Punkte zu erhalten, aber nicht hinreichend.
Losung

(a) Die Aussage ist falsch.
Fiir stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen X, X, und X3 gilt zwar

E(Xi-Xo+ X3) = E(X))- E(X5) + E (X2),

fiir 0 # 0 gilt jedoch
Var (X3) # 0 <= E (X2) # [E (Xg)r.

(b) Die Aussage ist falsch.

Beispielsweise ist das Polynom p(z) = z + i zwar fiir alle z € C komplex analytisch, jedoch fiir kein

z € R reell analytisch.

Alternative: Fiir jedes Polynom bei dem auch nur ein Koeffizient a; € C\ R ist, ist die Ein-

schréinkung pjr keine Abbildung von R — R, kann also nicht reell analytisch sein.

(c) Die Aussage ist falsch.
Betrachte beispielsweise die Nullfolge definiert durch z, := % Dann gilt

Flzn) =™ — 0 (n— ).
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Aufgabe 4
Gegeben sei ein Gebiet G C C, 2o € G und f: G — C holomorph auf G.

Des Weiteren sei R € R mit R > 0 fest gewahlt, so dass Br(zy) C G. Zeigen Sie

2

f(ZQ) = % /f(Zo—i-Re%) dt,

0

indem Sie die rechte Seite als komplexes Integral schreiben.

Losung
1. Alternative: Sei I' die Kurve, die durch [0,27] 3 t — (t) := 29 + Re® gegeben ist.
Dann ist I' nach Vorlesung einfach geschlossen, regulédr und positiv orientiert.

Weiter gilt nach Voraussetzung, dass Innengebiet(I') UT' = Bgr(z9) C G und f ist auf G holomorph.
Daher sind die Voraussetzungen der Cauchyschen Integralformel Satz 12.5.12 erfiillt und es folgt

f(z0) = RIS dz= = - Mme“ dt = - /%f (20 + Re™) dt.
0

2mi Jp 2z — 2 2mi Jy 20 + Re' — z 2m

2. Alternative: Sei I' die Kurve, die durch [0,27] 3 t + (t) := 29 + Re" gegeben ist.
Dann ist I" nach Vorlesung einfach geschlossen, regulédr und positiv orientiert.

Weiter gilt nach Voraussetzung, dass Innengebiet(I') UT' = Br(zp) C G und f ist auf G holomorph.
Daher sind die Voraussetzungen der Cauchyschen Integralformel Satz 12.5.12 erfiillt und es folgt

1 ﬂf(Z()"‘Reit) dt:i%&dzzb}t(zo)
r

27 Jo 21 Jp (2 — z0)i

3. Alternative: Es sei I' die Kurve, die durch die Parametrisierung [0, 27| 3 ¢ — ~(¢) := Re" gegeben ist.
Dann ist I" nach Vorlesung einfach geschlossen, regulédr und positiv orientiert.

Sei G' := {z— 20 : z € G}. Dann Innengebiet(I")UI' = Br(0) C G' und z — f(z+2p) ist auf G' holomorph.
Daher sind die Voraussetzungen der Cauchyschen Integralformel Satz 12.5.12 erfiillt und es folgt

1 [ : 1 [ f(z+ z) 1 f(z+ 20)
- R i dt —_ —d = — e d —
or J, f (0 + Ret) o fo iz 27r2'§é -0 = /)

4. Alternative: Sei G' := {z — 2z : 2 € G}, T durch [0,27] 5 t > y(t) := Re" gegeb.,
g: G\ {0} = C, g(z) = L=
Dann ist {0} C Innengebiet(I') C G’, " einfach geschlossen, regulir, positiv orientiert und g holomorph.
Dann folgt
1 2 ) 1
— f (Z() + Re”) dt = — M

d
2m Jo 2m Jr 1z -
1
= —2m R 0
=limz - g(2)
z—0

= f(20)
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Aufgabe 5 '
22— 100z — 24 — e*%

Es sei f(z) = (2550 , fir z # 51.

Entwickeln Sie f um die Stelle zy = 57 in eine Laurent—Reihe der Form

[e.9]

Z cr - (Z—Zo)k

k=—0c0
und geben Sie ¢, fiir alle k € Z an.

Bestimmen Sie auflerdem aus der Reihendarstellung die Art der Singularitdt von f in 5¢ und geben Sie
das Residuum Res (f, 57) an.

Loésung
Fiir 2 # 5i gilt

(iz+5) T (2 —5i)
1 B 1 N e* o
(z—5)%  (z—5)8 ' (z—5)8

22 —10iz — 24 — e*7 5 2 —5i)2 41—
1) = z=5)

Mit

2—5i - (2_5i)k
=2 Kl

k=0

folgt

B 1 1 > (2 — 5i)k0
1C) =55 ~ G 2

1 1 2 (2 — 5i)k
__(z—5i)4_(z—5z')6+; (k+6)! ()
Die Koeffizienten der Laurent—Reihe sind daher gegeben durch

;

0 fiir k < —6
—1+1=0 fir k = —6
= oren = 1 fiir k = =5
-1+3=-3 fiir k = —4

Aus den Koeffizienten ¢, der Laurent—Reihe folgt sofort, dass f bei zy = 5¢ eine Polstelle
der Ordnung 5 hat.

AuBerdem gilt Res (f,5i) =c_1 = (_11+6)! = 4.

Alternative: Die Funktion f in (%) ldsst sich auch weiter vereinfachen zu

o0

B | (2 — 5i)k
1@ = =%m +kz_5 (k+6)l
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Dann sind die Koeffizienten der Laurent-Reihe gegeben durch

0 fiir k < =5
S T fir k = —5
o = (—5+6)!1 1 ur

RWTHAACHEN



HM IV-Klausur, SoSe 2020 Seite 8 von 8 04.08.2020

Aufgabe 6
Sei I' € C die Kurve, welche in z; = —34 04 = —3 beginnt, auf dem Teil des Kreises |z| = 3 mit negativem
Imaginéarteil liegt, bis zo = 3+ 04 = 3 verlduft und dann auf der reellen Achse nach z; = —3 zuriickgeht.

Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das folgende Integral

2miz
e
—dz.
/z2—z—|—1

T
Losung
Bestimme die Nullstellen: 22 — 2 +1 =0
1 3 S 1 3 W
= zlzé—l—ig:eziﬂ V 32_5_1'\/7_:@—%

29 liegt innerhalb des Integrationsgebietes I’

und ist eine einfache Polstelle, wie wir im Folgenden sehen, und somit gilt fiir f(z) = —Zf:jrl:
p2miz e2ﬂi-(%7i§) B jemV3 _jemV3

Res(f,z) = lim (2 — z z) = lim = =
(f, 22) = lim (2 — 22) f (2) L —— =3 73

(cosm +isinm) =

V3

Mit dem Residuensatz folgt nun

ome™3 2 /3
p— 2 1 pr— P ™ 3.
/rf(Z) dz mi Res(f, z2) 7 3\/§7re
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