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Aufgabe 1

Seien « € {8,4,2, 1, %} und 3 € {1, —1}. Fiir welche z =z 4+ iy € N C C ist die Funktion

f:C—C, 2z f(2) = ™ + Bie™V

holomorph? Geben Sie den Index j fiir NV; C C in folgender Liste an:

N, =C

Ny={(z,y): 2 =y=0}CC

N3={(z,y): z =y} CC

Ny={(z,y): = = —y} CC

Ns={(z,y): z€R, y=z+kr/4 und keZ}CC
Ne={(z,y): z€R, y=x+kr/2 und keZ} CC
N:={(z,y): z€R, y=z+kr und keZ}CC
Ns={(z,y): z€R, y=2+2kr und keZ}CC
No={(z,y): z€R, y=2+4kr und keZ}CC
No={(z,y): €R, y=z+7/8+kr/4 und keZ}CC
Ny={(z,y): 2€R, y=z+n/4+kr/2 und keZ}CC
No={(z,y): 2€R, y=z+7/2+kr und keZ} CC
ngz{(x,y): r€R, y=o+ 7+ 2kr und kGZ}CC
Ny={(z,y): 2€R, y=z+2r+4kr und k€Z} CC
Nis={(z,y): z€R und y =2} CC

Nig={(z,y): yeR und z = ¢’} CC

Niz={(z,y): z€R und y =2} CC

Nis={(z,9): yeR und z =y'} CC

Losung
Zunichst definieren wir u(z,y) = Re(f(xz + iy)) sowie v(z,y) = Im((f(z + iy))) fir z = 2 + iy € C.
Wegen Euler gilt

f(z +1iy) = cos(ax) + isin(az) — Psin(ay) + Bicos(ay)
= (cos(ax) — Bsin(ay)) + i(sin(az) + Beos(ay))

und es folgt

u(z,y) = cos(ax) — Psin(ay) und v(z,y) = sin(ax) + Seos(ay)
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fir alle z = z + iy € C. Dann ist (u,v) : R*> — R? offenbar differenzierbar und f somit genau dann in
z = x + 1y € C komplex differenzierbar, d.h. es gilt (z,y) € N, falls u und v die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen

o ulr,y) = 5 vz, y), (CR)
2 u(z,y) = —2 u(z,y)
fiir z = « + iy erfiillen. Wenn wir v und v in die Gleichungen (CR) einsetzen, erhélt man, dass
—asin(ar) = —afsin(ay) - sin(ax) = Bsin(ay) (1)
acos(axr) = afcos(ay) cos(ax) = Peos(ay)
erfiillt ist.
1. Fall B = 1: Da sin(a-) und cos(a-) beide 2Z—periodisch sind, gilt (1) fiir
2k
y=2+ 2" und ke€Z beliehig. 2)
«
Andererseits sind das bereits alle (z,y) € R?, die (1) erfiillen, da die Kurve
h(z) == <sin(az), cos(ozz)) €eR?® zeR (3)
:e‘;;iG(C
28 periodisch und fiir z € [0, 2X) injektiv ist.
2. Fall p = —1: In diesem Fall konnen wir wegen sin(z) = —sin(z + ), bzw. cos(z) = —cos(z + )
(1) umformulieren zu
sin(ax) = —sin(ay) sin(ax) = sin(ay + )
cos(axr) = —cos(ay) — cos(ax) = cos(ay + ), (%)
was wieder wegen der 2—Perjodizitét von sin(a-) und cos(a-) fiir
2k+1
yzx—i—u, kelZ, (5)
o

erfiillt ist. Wie oben im 1. Fall argumentiert (vgl. (3)), hat man damit bereits alle Losungen.

Schliefllich kénnen wir die Losungsindizes j von N = N; abhingig von den beiden Parametern o
und (8 aus der Liste ablesen.
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Aufgabe 2

Seien v € {2,3,5,6,7} und 8 € {1,—1}. Ferner sei I' C C der gerichtete Weg von zy = 0 nach z; = 2+ y/«i
entlang des Kreisbogens auf dem Kreis mit Radius /o um a = y/ai, welcher durch den Punkt 5/« + /i
geht.

Berechnen Sie

K = /Lj_idz. (6)

Losung
Zunéchst sei f: C\ {a} — C definiert durch

f(z) = 1Z -:\/_az'
sr—i oz

f ist offenbar stetig. Ein Kreisbogen um a mit Radius /a it sich mit a + y/ae’" parametrisieren
(gegen den Uhrzeigersinn fiir § = 1 und mit fiir 5 = —1). Damit ist I parametrisert durch

y:[0,7] — C, (1) :=a+ VaeP' D = at Jaell(—i),

denn es gilt z.B.

W) =a—vai=0,  y(3)=a+vact (=)= vai+sVa

und
Y(m) = a+ Vae™(—i) = 2y/ai.

Offenbar ist I' = ([0, 7]) € 0B /a(a) C C\ {a}, sodass das komplexe Kurvenintegral (6) wohldefiniert ist.
Dariiber hinaus erhalten wir

az rvala—iyaelt ,
K= Vo dz:/\/_( va >.(\/am'eﬁ”(—@'))dt

z—a (a—i aeﬁti)—a

Tr
g m

/ (ai —ice®™) - Bidt = / —af 4+ ap et dt

0 0

[—aBt + a(i)~ eﬁﬂg = —afr+ (—i)a (e’ — 1)
a(2i — Br).

Nachfolgend geben wir die Werte fiir K in Abhéngigkeit von den beiden Parametern o und 8 an:

Bh\ol 2 | 38 | 5 | 6 | 7
1 [[4i-27]6i- 37 |10i - 57|12i - 6r|14i - 7«
T |A + 2761 + 37101 + 57(1Zi + 6141 + 7n




Aufgabe 3
Seien g € {sin,cos} und a € {—37”, -7, =%, 0, g} Ferner sei

FI{ZGCI’Z+2|7’£4}—)C, F(z) = 51§ &E—(Z;dw,
lw—2|=4

gegeben. Mithilfe der Cauchyschen Integralformel berechne man F'(7) + F'(«).

Losung
Zunéchst definieren wir I' := 0By4(2) (wie iiblich positiv orientiert) und ¥ := Innengebiet(I') = B4(2).
Dann ist C\ T = {z eC:|z—-2|# 4} und F: C \ I sei definiert durch

P(2) = F(—2) = wrow) g W) o )
F(z) = F(-2) |wZ§:4 (w— z)2 d 125 (w — 2)?2 d ?g (w— z)? dw, (7)
wobei f: C— C, f(w):=w’g(w). Man beachte, dass

F'(z) = =F'(=2), (8)

iiberall wo F differenzierbar. AuBerdem ist J holomorph und I" ist eine einfach geschlossene, regulare Kurve
mit positiver Orientierung. Fiir z € B4(2) ist nach dem Cauchyschen Integralsatz F'(z) = 0, da 7= fiir

w € ¥ holomorph. Insbesondere ist F’(z) = 0 fiir alle z € B4(2)° und mit (8) daher

F'(nr) = —F'(—7) =0, da —me By2).

Dariiber hinaus liefert Satz 12.5.13, dass f sogar unendlich oft komplex differenzierbar ist und es gilt

F(z) = %% %dw = %F( ) furalle 2z € By(2).

Es folgt fiir z € By(2)
F(2) = 2mif'(2) = 2mi <2zg(z) + z2g’(z)>
und nochmal mit Produktregel

1

S—F(2) = 29(2) + 42 () + 29" (2) 9)

Insbesondere gilt fiir a« € By(—2), baw. —a € By(2)

—

Fa) @ —F(=a)  2mi[ - 29(—0) +dag(~a) - a¢"(~a)]

2mi[(2 — o?)sin(@) + dacos(a)], falls g = sin,
2mi[(a? — 2) cos(@) + 4asin(a)], falls g = cos

Nachfolgend geben wir die Werte fir F'(7) + F'(a) = F'(«) in Abhéngigkeit von den beiden Variablen g

und o an. Man beachte, dass alle « € {=2F, —1, =%, 0, 2} in By(—2) liegen.
g\o| % | —m | -5 [O0] 3

sin (47r — % ) i 8m% (—47T + %71’3) 7 0 (47T — %71'3) {

cos || —127% |(4m — 273) i 42 —4mi  4n%i




Aufgabe 4
Sei b € {—6,—5,—4,-3,-2,2,3,4,5,6}. Fiir die Funktion

Z+b6v2
(22 +1)(2 = 1)°

f(z) = z € C\ {Definitionsliicken }
ist die komplexe Partialbruchzerlegung anzugeben.

Welcher Ansatz ist zielfithrend?

(d) f(2) = S5 + 5+ 5+ 5

z+1 z—1 z—1 z+1
Berechnen Sie die «a, 3,7,6 und geben Sie an, in welcher Zeile der folgenden Antwortmatrix das richtige

Ergebnis steht. Falls keine der angegebenen Varianten richtig ist, tragen Sie als Zeile 0 ein.

Zeile o B v )
IS AL VAR S N
1 9 . 1 9 <1 9 1 9
2| =4+ V2| =5 = 9V2i 5= IV2 G+ V2
3| 1 4+2v2i | -1 —-2V2i | 1 -2V2 | 1 +2V2
1 T 1 I T
5[5 S Py 72 B SR Sy T B RS SR I e oy
TR\ Akl R S A ALl I S 11
6| —1—3vV2 | —1+3vV2 | 1 +H3V2 ] 1 —35V2
T 1+ V2| 1 -V 1 -V2 1+ V2
8| —1+35V2i | —1-3V2i |1 -3V2[1+3V2
9] —1+3V2i | —1-3vV2i |1 -3V2[1+3V2
o]t —fva ot i el -4
11 —2—v2i | —24+V2i | 2+V2 | 1-V2
1 5 1 5 1 5 1 5
12 =4 = 3V2i | =3+ 3V2i |5+ 3V2 |5 = 3V?2
1B —3+vV2 | -2 -V2i [ 1 -V2 [ 1+V2
N A P A RS
s tva ot vm et
Y e VA FES VAR I
SIS e VA FE VAR
18| =2 —2v2i | =1 +2V2i |1 +2V2 |1 -2V2
) R e B AR BRI R
20| Lt [ it ive[ - 4v
Losung
Zunéchst gilt
bv/2
f(z) = RRIE (10)

(z+i)(z—d)(z—1)(2+1)

fir alle z € C\ {Deﬁnitionslﬁcken} = C\ {—i,i,—1,1}. Fiir eine komplexe Partialbruchzerlegung ist nur
der Ansatz (d)

« I5; ¥ )
- 11
1) z+i+z—i+z—1+z+1 (11)

mit Koeffizienten a, 8,7, € C zielfithrend, d.h. fiir alle z € C\ {—i,4, —1, 1} muss gelten:

z+bv2 1« o] vy )
(z—i—’i)(z—i)(z—l)(z—l—l)_z—i—i+z—z’+z—1+z—|-1 (12)
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Variante 1 (Grenzwertmethode)

Multiplizieren wir (12) mit (z + ) und setzen z := —i, erhalten wir
—i+ b2 i -1 11
= =(—i+bVv2) = —— = — — —bV2i
= D) D gy = g oV
—_——

Kurzversion: Bereits hier lasst sich eine zugehorige Zeilennummer zuordnen, weil alle moglichen Ergebnisse
fiir o in der vorgegebenen Tabelle verschieden sind (vgl. Losungstabelle am Ende).

Zur Kontrolle berechnen wir auch die anderen Parameter. Multipliziere (12) mit (z — ) und setze z := i
ergibt

i+ by2
(26)- (i —1)(i+1)

1 11
= -+ ;bV2

b= R 1

= (i +b6v2)-

K2
4

Multiplizieren wir (12) mit (z — 1) und setzen z := +1 liefert

1+b6v2 1
(1+i)(1—1d)-2 Z(

1+b\/_)——+—b\/_

und schliellich folgt nach multiplizieren mit (z 4+ 1) und setzen von z := —1
—14bv2 1 1 11
= : : = (—1+b6v2) - =~ - 2bV2
(—=141d)(=1—1)(=2) ( 2): 2 i+1)(E—-1) 4 4
ne
Variante 2 (Gleichungssystem elementar)
Wegen
@ B v 0 _(etfrtBoafi v+t (y—9)
z4+1 z—i z—1 =z+1 22 +1 22 —1

(a4+B8)(—2)+(B—a)i(z2=1)4+ (y+6) (23 +2) + (v = 0)(z2+ 1)
(22 +1)(22 - 1)

folgt aus der Definition von f (siehe (10) und (12))

24+b6vV2 = (a+B+y+6)2 + (5_04)2""(’7_5)}22
+ [_(a+5)+(7+5)z—|—[(a—ﬁ)i+(7—5)}

Mittels Koeffizientenvergleich erhalten wir fiir die Parameter «, 3,7, das Gleichungssystem

a+ B +9+6 =0 (I)
(B —a)i+ (y=0)=0 (1T) (13)
—(a+pB) +(v+0) =1 (I11)
(@ — B)i + (y=6) =bv2  (IV)



(I) - (I) ergibt 2(a+B8)=-1 (V)
und aus (IV) — (I) folgt 2(a — B)i =byv2  (VI)

Aus (VI) + i (V) ergibt sich daraus 4ai = by/2 — i, bzw. o = — 1 — 1p\/2i | woraus wie in Variante 1

44
bereits erwédhnt, eindeutig die Zeilennummer in der Losungstabelle bestimmt werden kann.

Aber auch die weiteren Parameter lassen sich zur Kontrolle leicht ermitteln: Mit (V) folgt sofort

1 1 1 :

5——5—&——Z+Zb\/§l
Des Weiteren ergibt (I) + (III): 2(y+4d) =1 (VII)
und aus (I1) + (IV) folgt: 2(y — ) = by/2, (VIII)

woraus sich schliefilich L b . L b
vy 1 + 4\/_ und ¢ 5 ~y 1 4\/_

ergibt.

Variante 3 (Gleichungssystem mit Gauf})
Wie in Variante 2 ergibt sich aus (13) das Gleichungssystem
at+B+y+d = 0
—ia+if+v—0 = 0,
—a—fB+v+06 = 1
ia—if+y—30 = b2,

welches wir mit Gauf} losen:

1 1 1 1] 0
5 i 1 —=1] 0
-1 -1 1 1] 1
i —i 1 —1|b6v2
5{7?—1} 1 1 1 1 0
wopi [ 0020 14i —14i) 0
0 0 2 2 1
0 —2 1—4 —1—i|by2
L 11 1 1 0
11/(24), 1112 01 2—-2i $+3i| O
7 00 1 1] L
00 2 -2 | bv2
IV —2-111 11 1 1 O
A 1 1 1 1
IV/_(—>4) 01 5—35t 5+31 (1)
00 1 1 1
00 O 1 |i-t2




111 -1V, 1 b
v 11 1 0 -1+ 32
IT—(i+1i).1v, 4 T4
P [0 b—g o] —bebvas (L),
00 1 0 T2
00 0 1 -t
1100 —3
IT—(i-14).111, 2
9;@ 010 0—-2+2/2
0010 $1+5/2
0001 +-2/2
100 0f-%-2%/2
I—1II 01 00 —%+;‘1\/§i
7 loo1 o] t+22
000 1| 1-2%/2

Somit hat die komplexe Partialbruchzerlegung von f tatséchlich die Gestalt (11), wobei die zugehorigen
Parameter durch

1 b 1 b
N NG,
¥=—g TV =gt gvE
1 b 1 b
NG, §==_22
i 4+4J1 11

gegeben sind.
Nachfolgend geben wir die entsprechenden Zeilen in der obigen Antwortmatrix in Abhéngigkeit vom
Parameter b an:




Aufgabe 5
Seien (a, 8) € {(1,-2),(1,2), (—1,-2),(~1,2), (2, -2), (2,2), (2, 1), (=2, —2), (=2,2), (=2, 1) }.
Entw1cke1n Sie

1
(2 — av2)?
in a = B in eine Laurent-Reihe fiir z mit |z — a| > /202 + (2 und bestimmen Sie die Laurent-Reihe von
f in der Form

f(z) =

ko

Z cr - (2 —a)r.

k=—o00

Geben Sie ky an und wahlen Sie ¢, aus der folgenden Tabelle.

Fall Koeffizienten Fall Koeffizienten
1 o — 0052 11 | o = _(FDF
k ) (\/§+2i) 3+k k ) (2\/5—2‘) 24k
9 | = _HD(F2) 19 | o — — (k1)K
F 2(\/5—21')3+k ¥ 2(—2\/5—1) o
3 o — _(EtDE 13 | ¢ = —GAD(k+2)
k _2(\/§_i) 3+k k _24+k (z—\/§> 3k
4 o = — kD E 14 | e = G D(EF2)
F 2(\/§+z‘) o g 24+k( 2—2) o
5 = (k:+1)(k+2)+k 15 |ep = (k+1)
2( \f+2z) 2(
6 | o= (k+1)(k-‘i-23)+k 16 | cp = (k+1
2(—\/5—21) 2( \f-H)
7 | ¢ = Dk 17 | ¢ = etet2)
2(— 2—2‘) 2 2f+z)
9 = (k+1)(k+2) 19 |ep= (k:+1 k:+2)
e, ak{szzllf
10 | ¢ = ——222 20 | ¢ = rbE+2)
odtk (\/i—z) o ¥ 2 (\/5—22') o

Falls keine der angegebenen Varianten zutreffen, tragen Sie als Wert 0 ein.

Losung
Zunéchst sei r 1= /202 + % > 0 sowie A := K, (a) :== {z € C | r < |z — al}. Unter Verwendung der

unteren Dreiecksungleichung gilt dann
‘z—a\/§| > |z —al — |a—a\/§‘ =|z—a|l—7r>0

fiir alle z € A, sodass f : A — C wohldefiniert und holomorph ist. Somit lasst sich f nach Satz 12.7.2
fiir alle z € A als Laurent-Reihe mit Entwicklungspunkt a darstellen. Um diese zu bestimmen, verwenden
wir

1 1 d? 1
1= = 2w (ova) o

Die Laurent—Entwicklung der Funktion g(z) = ﬁ um den Punkt a im Auflengebiet ist aus der Vorlesung

bekannt:

o) = —— = (0-a)"(z-a) " zeC\B ).

Z— 20
9

n=



Fir zp = a2 ergibt das

0

z——ty\/ﬁ = nio; (aﬁ—a)n(z—a)*nfl _ Z

m = —00

und somit gilt

-3

Ly o) e 5n (DG

m\Z
m=—o0 2(04 2- CL) k=—o00 2(@ 2 — a)3+k

fiir alle z € A. Aufgrund der Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung nach Satz 12.7.2 folgt ky = —3 sowie

DY) falls k< ko,
cp = 2 (a\/i—m)

0, falls &k > ko.

Nachfolgend geben wir den entsprechenden Fall in der obigen Tabelle in Abhéngigkeit von den Parametern

(e, B) an:

(av B)H(lv _2)‘(17 2)‘(_17 _2)‘(_17 2)‘(27 _2)‘(27 2)‘(27 _1)‘(_27 _2)‘(_2’ 2)‘(_2’ _1)
Fall 1 [ 2] 5 | 6 | 9 [10] 17 | 13 | 14 | 18

Alternative zur Bestimmung von (15)

Schreiben wir

1 1 1 1

— = . , z€A
z—av2  (z—a)—(a/2—a) z-—a 1 — avZe
lésst sich wegen
9 _
V2oal Ty gy e

z—a |z — al

die geometrische Reihe verwenden
11 1 jii av2—a\
s—av2 zZ-—a 1_%2—!1_2—a — zZ—a
Z( 2—a> (z —a)™ "
n=0
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Aufgabe 6
Sei o € {i, %, %, 2, 3}. Berechnen Sie mithilfe des Residuensatzes die folgenden zwei komplexen
Kurvenintegrale I und J und geben Sie deren Werte an:

Variante 1:
dz dz
I =1 = - d J = J = -
! yg 23(1 — az?)4 . ! 56 210(1 — z?)?
|2l =3 |21 =}
Variante 2:
dz dz
I =1 := d J = Jy =
? % 28(1 — az?)3 o ? % 25(1 — az?)3
|2l =3 |2l =3
Losung

Zunéchst definieren wir f;, g;: C\ {O, \/La, —\/La} — C, j =1,2, gegeben durch

1 1
fi(z) = B0 a2 und 91(z) = S0 — 22

sowie

1 1
fQ(Z) = m und gg(Z) = m

Dann sind f; und g; offenbar holomorph, da 0 und j:\/ia gerade die Definitionsliicken bzw. Pole der beiden

Funktionen sind. Nun gilt

1 1
T—=—-0>=> -
Va 2 4

und die den Kurvenintegralen I und .J zugrunde liegenden Kurven sind beide einfach geschlossen, positiv
orientiert und regulédr. Dann ergibt sich mit dem Residuensatz (siehe Satz 12.8.3)

‘ 1

I = I; = 2mi-Res(f;,0) und J = J; = 2mi-Res(g;,0), j=1,2. (16)

Um diese Residuen zu berechnen, verwenden wir die geometrische Reihe, welche fiir |a22‘ < 1 die folgende
Darstellung liefert,

1 S noom 1
1_a22:Za22, ’Z|<ﬁ7 (17)

welche nur gerade Potenzen in z hat. Damit hat die Laurent—Entwicklung um Null sowohl von g¢;, als auch
von f, keinen Beitrag bei 271, Es folgt:

n=0

Res (g1,0) = 0 = Res(f2,0), alsomit (16) J, =1, =0. (18)
Nach (17) gibt aber auch

1

— = (14 a2+ 0?2+ 0(z9)% = 1+ 302% + 622" + O(2°).
(1—az?)

11



Es folgt sofort
Res (g2,0) = 6a?, also wieder mit (16) J, = 12a’7 3. (19)

Analog ist

1
—— =1+ 4daz*+ O(z4),
(1 — 0422)
womit Res (f1,0) = 4a folgt, d.h. I} = 8ami.

Nachfolgend geben wir die Werte von I = I; und J = J;, j = 1,2, in Abhéngigkeit von den Varianten
und dem Parameter « an:

Werte von [I:
slal2]3

Variante 1 RS ridmil6mi24mi

Variante 2/ 0{0|0| 0O | O

Variante \ of 1

Werte von J:
Variante \ of| 2 |3 [ 3] 2 | 3
Variante 1| 0| 0| 0| O 0

Variante 2 |[3mijzmifi mid8mi{l08mi
Alternative z.B. fiir Res (f1,0):

Mit Lemma 12.8.5 erhalten wir
1 [d 1 [& 1
Res(1,0) = g7y | 73 (4G ) = 31 | 5 (=)

1 .. [d 8az 1 .. [8a(l —az?)’+80a22%(1 — az?)?
=—-lm|—|————= || == lim
2 dz \ (1 — az?)® 2 (1 — az?)10

= 4a. (20)
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