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Aufgabe 1

(a) Bestimmen Sie eine Mobius—Transformation der Form

flo) = BF0 e,

ot d’
sodass f(i) =0, f(0) =2 und f(2i) = oc.
(b) Was ist f~1(3+1) ?
(c) Bestimmen Sie f(Q), wobei @ den rechten oberen Quadranten
Q= {zE(C ‘ Re(z) > 0, Tm(z) > o}

bezeichnet, und skizzieren Sie f(Q).

Losung

(a) Aus f(i) =0 und f(2i) = oo folgt

also ( )
a(z —i
(z) = c(z —2i)
Aus f(0) = 2 wiederum a = 4c.
Insgesamt ist
4(z — 1)
1@ ===
(b) Die Umkehrabbildung ist gegeben durch
dw —b —21w + 41
1 i _
/ <w)_—cw—|—a —w +4
Einsetzen ergibt direkt
2—2
-1 .
3 = =2
FrEr) =2

(c) Zunichst gilt fiir die Mobius-Transformation f, dass Kreise und Geraden auf Kreise und Geraden
abgebildet werden.
Wegen 0,14,2i € iR und 2,0,00 € RU {occ}, folgt bereits

F(UR) € RU {oo}.
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Genauer ist wegen

4: _1 o0
(y )yl>4
y—2

fiy) =
und f(2i) = oo, f(3i) =8
F({z € C|Re(2) = 0,Im(z) > 2i}) = {2 € C|Im(2) = 0, Re(z) € (4,00)}.
Weiter ist wegen f(i) = 0, f(0) = 2 und f(2i) = oo

f({z € C|Re(z) = 0,Im(z) € (0,2)}) = {z € C|Im(z) = 0,Re(z) € (—00,2)}.

Insgesamt also
f({z € C|Re(z) = 0,Im(2) € (0,00) \ {2}}) = {z € C|Re(2) € (—00,2) U (4,00),Im(z) = 0} =: M,.
Berechne nun f(R). Es gilt 0,2 € R und f(0) = 2, f(2) = 3 +i. Wegen f(iy) == 4, folgt

floo) =4,

sodass f(R) ein Kreis sein muss.
Wegen [2 — 3| =[(3+1i) — 3| = |4 — 3| =1, folgt

f{z€ClIm(z) =0,Re(z) >0}) ={z=a+iy € Cl(z —3)* +3* =1,y > 0} = M,.

f(Q) ist berandet von M; und M,. Setze einen inneren Punkt von @ ein fiir das genaue Abbildungs-
verhalten:
f(l4+4)=2+2i

hat liegt oberhalb von M; U M,. Damit ist

f(Q) = {z € C[Im(z) > 0} \ Bi(3).

y
Gor // 5:(&)/
/ 3} /'/ P ///

2P/ '
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| / /
M J/ / m r
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Aufgabe 2 '
22— 100z — 24 — e*%

Es sei f(z) = (2550 , fir z # 51.

Entwickeln Sie f um die Stelle zy = 57 in eine Laurent—Reihe der Form

[e.9]

Z cr - (Z—Zo)k

k=—0c0
und geben Sie ¢, fiir alle k € Z an.

Bestimmen Sie auflerdem aus der Reihendarstellung die Art der Singularitdt von f in 5¢ und geben Sie
das Residuum Res (f, 57) an.

Loésung
Fiir 2 # 5i gilt

(iz+5) T (2 —5i)
1 B 1 N e* o
(z—5)%  (z—5)8 ' (z—5)8

22 —10iz — 24 — e*7 5 2 —5i)2 41—
1) = z=5)

Mit

2—5i - (2_5i)k
=2 Kl

k=0

folgt

B 1 1 > (2 — 5i)k0
1C) =55 ~ G 2

1 1 2 (2 — 5i)k
__(z—5i)4_(z—5z')6+; (k+6)! ()
Die Koeffizienten der Laurent—Reihe sind daher gegeben durch

;

0 fiir k < —6
—1+1=0 fir k = —6
= oren = 1 fiir k = =5
-1+3=-3 fiir k = —4

Aus den Koeffizienten ¢, der Laurent—Reihe folgt sofort, dass f bei zy = 5¢ eine Polstelle
der Ordnung 5 hat.

AuBerdem gilt Res (f,5i) =c_1 = (_11+6)! = 4.

Alternative: Die Funktion f in (%) ldsst sich auch weiter vereinfachen zu

o0

B | (2 — 5i)k
1@ = =%m +kz_5 (k+6)l
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Dann sind die Koeffizienten der Laurent-Reihe gegeben durch

0 fiir k < =5
S T fir k = —5
o = (—5+6)!1 1 ur
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Aufgabe 3
Sind folgende Aussagen wahr oder falsch?

Geben Sie eine kurze Begriindung, bzw. ein Gegenbeispiel an.

()

(b)

(c)

Polynome p: C— C, p(z2) =ap+ a1z + ...+ a,2™ mit Koeflizienten a;€ C, j=0,...,m, sind
in jedem Punkt z € C (komplex) analytisch und in jedem z € R C C reell analytisch.

Fiir die Funktion

f: C\{0} — C

1
Z — exp (—2>
z

gilt fiir jede Nullfolge (2,), .y C C\ {0}, dass }f (z3) | — 00 (n — o0).

Die Funktion
T

1, ze€ [0,—]
h(z) = 2

-1, xe(g,ﬂ]

liegt in H'(0,) bzgl. des Cosinus VONS von L2(0, ).

Hinweis: zu erkennen, ob die Aussage wahr oder falsch ist, ist nur eine notwendige Bedingung

um Punkte zu erhalten, aber nicht hinreichend.

Losung

()

(b)

Die Aussage ist falsch.
Beispielsweise ist das Polynom p(z) = z + i zwar fiir alle z € C komplex analytisch, jedoch fiir kein
z € R reell analytisch.

Alternative: Fiir jedes Polynom bei dem auch nur ein Koeffizient a; € C\ R ist, ist die Ein-
schrinkung pjr keine Abbildung von R — R, kann also nicht reell analytisch sein.

Die Aussage ist falsch.
Betrachte beispielsweise die Nullfolge definiert durch z, := % Dann gilt

n

Flza) =™ — 0 (n— o).

Die Aussage ist falsch.
Fiir 8, :=< h, e, > mit e, 1= \/gcos(k;x) und k& > 1 gilt

By = \/%(/Og cos(kx)dx — /; cos(kx)d:c) = 2\/%/05 cos(kx)dx = \/g %sin (gk) :

Da Sy = 0 und wegen |Bopq|? - (2k + 1)° = 8 divergiert auch die Reihe iiber |8|?- k? und h ist nach
Satz 13.3.5 nicht in H'(0, w) bzgl. des Cosinus VONS von L?(0, 7).

Alternative: Wegen H'(0,7) C H'(0,7) und der Sobolev Einbettung H(0, ) < ([0, 7]) kann h
nicht in H'(0, 7) sein, da es nicht stetig ist.
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Aufgabe 4

(a) Verwenden Sie die aus der Vorlesung bekannte Fourier—Transformierte von f(t) = e~ 2

2

flw)y = Fle 5w =%,

um fir go(t) = e, g1(t) = te™ und go(t) = 27" jeweils die Fourier-Transformierte g, =
Flgjl, j=0,1,2, zu bestimmen.

(b) Berechnen Sie fiir

[e o]
2

g(t) ::/h(t—fs)-s2-6_S ds, teR,

die Fourier-Transformierte g(w) = F[g|(w), wobei

{1, fur |t] <1

h(t) :=
0, fir |¢| > 1.

Hinweis: Sie diirfen aus der Vorlesung als bekannt voraussetzen, dass

fir w=20

2 —Sinugw), fir w # 0.

Losung

(a) Es gilt go(t) = f(v/2t) und mit den Rechenregeln fiir Fouriertransformationen entsprechend
1 . 1

4

N

Weiterhin gilt ¢1(t) = ¢ - go(t) und mit der Rechenregel

Flf) ) =i f) (+

W

gilt weiter:
1 (w) =i % (w) i
w)=1—@go(w) = ———=we
g1 dwgo o)

2

_w_
4

Schlieflich gilt go(t) =t - g1(t) und aus (x) folgt wieder

in(w) = i~y (w) = — d(—“f) 1 (—“if “’2—“42) 1(1 wQ)—“f
w)=1—ag(w) = —=— (we =—— (e 1T - —¢ =—(1-—=—)e 7.
9 dw" 2/2 dw 2v2 2 2v/2 2

(b) Es gilt: g = h ® go und damit nach Rechenregeln

G(w) = V2rh(w) - §a(w).

§(0) = m@% -

o) = VR 2 (1 - %) e = L ) (l . z) .

Fiir w = 0 ergibt sich

ansonsten
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Aufgabe 5
Es sei

o
mit z; € R und Z |z;|° < oo}

j=1

= *(N,R) := {«'E = (Ij)jeN

der Raum der quadrat-summierbaren Folgen. Sie diirfen voraussetzen, dass £? vermoge
oo
= Z xj-yy, fir or = (my')jeNv Yy = (yj)jeN
j=1
ein Hilbertraum iiber K = R ist.

Weiterhin definieren wir fir a € R und o = (7;), .y € 2,

Ay(z) = (ajxj)jeN )

(a) Fiir welche « ist A, als linearer Operator von ¢ nach ¢* wohldefiniert?
Beweisen Sie Thre Aussage und geben Sie eine obere Schranke fiir die Operatornorm an.

(b) Zeigen Sie, dass A, fur |a| <1 selbstadjungiert ist.
(c) Bestimmen Sie fiir |a| < 1 alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A,.
(d) Fiir welche o € R ist A, ein kompakter Operator? Beweisen Sie ihre Aussage.

Hinweis: In /2 gilt folgendes Kompaktheitskriterium, welches ohne Beweis
verwendet werden darf:

(1. M ist beschrankt
2. M ist abgeschlossen
M C 2 ist kompakt <= { 3. zujedem e > 0 existiert ein my = mg(c) € N, so dass

Z lz;|*< e fiir alle = () ey €EM.

\ j=mo+1

Loésung

(a) A, ist, sobald es wohldefiniert ist, linear.
Behauptung: A, ist wohldefiniert genau dann, wenn |«a| < 1.

Falls |o] < 1, gilt
o0 o0
|Aaz||* = ZO&QJ:E§ < Za%? = o ||z|?.
7j=1 7j=1

Insbesondere ist ||A,| < |a.
Falls |a| > 1, betrachte z := (%)jeN € (2. Dann gilt

0o . o) N4
Az Zi— Z(%)
j=1 j=1

diese Reihe kann aber nicht konvergieren, da (O‘Tj)jGN keine Nullfolge ist (kann man z.B. mit de
L’Hospital zeigen).
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(b)

(c)

(d)

Es gilt:
(Ag,y) Zoﬂxjyj ijozjyj = (z, Any)
=1

Betrachte 4 Falle:

Falls o« = 1, so ist A, = id,2 und entsprechend ist 1 der einzige Eigenwert und ¢2 der zugehérige
Eigenraum. Fiir ¢ = 0 ist A, der Nulloperator und hat nur den Eigenwert 0, wieder mit ¢? als
Eigenraum.

Falls o = —1, so gilt A,@ = Az genau dann, wenn fiir alle j € N, (—1)7z; = Az; gilt. Entsprechend
gibt es nur die Eigenwerte 1, —1. Die Eigenvektoren zu 1 sind diejenigen = # 0 fiir die 9,1 = 0 fiir
alle £ € N gilt, die zu —1 sind die, wo zg, = 0 fiir alle k € N gilt.

Falls |o] < 1 und a # 0, so ist A,z = Az genau dann, wenn o/z; = Az; fiir alle j € N. Da die o/
paarweise verschieden sind, gilt das genau dann, wenn fiir alle 5 € N entweder

A = o’ oder x; = 0 gilt.

Die Eigenwerte sind also o, die zugehérigen Eigenvektoren sind die, die genau an der j-ten Stelle von
0 verschiedene Eintrige haben.

Fiir |a| > 1 ist der Operator nicht wohldefiniert, kann also nicht kompakt sein.

Fiir |of =1 gilt

20 = (a¥1;) . =
Aax—(oz Tj) jen = T

also A2 = idp. Falls also A, kompakt wire, so wire auch id,z kompakt. Das ist aber nicht moglich,

da die Einheitskugel in 2 nicht kompakt ist.

Es bleibt der Fall |a| < 1. Sei Q@ C Bc(0) C ¢ fiir ein C > 0. Wir wollen mit Hilfe des Hinweises

zeigen, dass M = A,() kompakt ist.

1. Fir z € Q gilt nach (a), dass [[A.z| < |of||z]| < |a|C ist, entsprechend gilt A,Q C Bjq)c(0) und
damit auch M C Bjyc(0), d.h. M ist beschrankt.

2. Per Definition ist M abgeschlossen.

3. Zeige zunichst Ve > 0 Imy = my(e) € N, sodass

[e.9]

D 1g1? < e fiir alle y = (&) jen € Al (%)

j=mo+1

Day = A,z fiir v = (n;)jen € , ist (x) dquivalent zu

o0
, !
Z }oﬂnj‘Q < ¢ fiir alle z € €.
Jj=mo+1
Sei also € > 0 vorgegeben. Da |a| < 1 ist, existiert mg € N mit (|oz|m°+1)2 < &z Damit gilt
; 1 2
> el < (™) Y Il <«
j=mo+1 Jj=mo+1

—_——
<) <C?
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womit () gezeigt ist.

Approximationsargument:

Setze nun € := § und 1my = mg(5). Dann gilt fiir y = (§;)jen € M beliebig, dass ein z = (1;);jen € Q
existiert mit ||Aax —y||42 < & und entsprechend wegen |a|> < |a —b> + 2]a —b| - [b] + |b]°
2la — b +2|b|* folgt

Z |§g <2 Z —oﬂnj 212 i ‘ozjnj|2<4§:5,

j=mo+1 Jj=mo+1 Jj=mo+1

was zu zeigen war.

>R 3Kk ok ok ok sk ok ok ok koK ok ok ok Sk sk ok ok skokok sk sk sk sk sk ok skokok sk sk sk sk sk kokokok ok sk sk sk sk skokok koo sk sk sk sk skokokokosk ok sk sk sk skokokok sk sk sk sk sk skokokokoskoskoskoskok kokoskokok

Alternatives Approximationsargument: Fir y = (§;)jen € M = A, beliebig wihle vy, =

(fj(-n))jeN € A mit y,, — y in /2. Zu € > 0 withle my = mo(5) mit (). Dann gilt:

n—oo
2
2 _ (n)
> lgP=1lm Y gV <
Jj=mo+1 Jj=mo+1
—_———
<3
womit 3. vom Hinweis gezeigt ist.
Alternative zu 3.
Behauptung: Ve > 0 Imy = mo(e) € N, sodass
Z ly;|> < e fiir alle y = (y;)jen € M = A,Q.
j=mo+1
Fir xz € Q und m € Ny gilt:
oVl < Y o) ul = > oYzl <C* > o¥ (%)
j=m+1 Jj=m+1 k=1 Jj=m+1 j=m+1
Betrachte fijr ]q| < 1 die geometrische Summenformel ZT:O ¢ = 1_1‘1_77;“ und die geometrische Reihe
> im0 ¢’ = -1, dann ergibt sich
- 7 m—+1 1
O AT aRE——)
j=m+1
Fiir ¢ = o® ergibt sich, dass fiir alle £ > 0 ein mg = mo(¢) € N existiert, sodass >°2  , a* <&,

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Fiir jedes y = (y;)jen € M existiert = (2;)jen € Q, sodass || Az — y|[7 < S
und insbesondere

S Jadz; -yl < Z fiir alle m € N.
j=m+1
Setze nun & := 35, dann folgt fiir /o = mo(352)
00 ) 00 ' 9 > 2 9
1% < Jop . — 0. J — 2 =
Z |yj|_24~z |y — y| +2'Z ;[ <2+ 0% =¢,
Jj=mo+1 Jj=mo+1 j=mo+1

was zu zeigen war.
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