Rheinisch-Westfalische Technische Hochschule Aachen
Institut fiir Mathematik
Prof. Dr. J. Bemelmans

Aufgaben zur Diplom—Vorpriifung am 28.02.2006
(180 Minuten)
Hohere Mathematik IIT 4 IV, Numerische Mathematik

Aufgabe 1: (12 Punkte)

Gegeben sei die Funktion

F(z,y) = log (y sin’(2)) — y log(sin’(z)) - sin’(z) log(y) , (=.y) € (0,%) x (0,00)
(a) Zeigen Sie, dass die Gleichung

F(z,y) = % log(2)

in einer Umgebung des Punktes (Z, 2) nach y auflésbar ist.

(b) Berechnen Sie die Ableitung der durch die Gleichung

F(z, @) = 3 log(2)

implizit gegebenen Funktion f im Punkt z = % .

Aufgabe 2: (12 Punkte)
Essei G C R® das Gebiet

G = {(x,y,z)6R3|0 <z<2-z - yz}

und f die Funktion
f("'n)y!z) = (:L.ZF myz1 Z) *

Berechnen Sie mit dem Gaufischen Integralsatz

/ div f dedydz .
G

Aufgabe 3: (12 Punkte)
Gegeben ist die Funktion

@) =

0 sonst

{ a(l—t)"% + b fir te(0,1)

mit a, b€ R.

(a) Man bestimme alle a, b € R, fiir die f Dichte einer Zufallsvariablen X ist.
(b) Fiir @ = 3, b = 0 ist f Dichte einer Zufallsvariablen X. Berechnen Sie E(X)
und P (X < 2).

(c) Bestimmen Sie zp € R, so dass P(X < ) = 5 -

bitte wenden!!



Aufgabe 4: (12 Punkte)
Gegeben sind die Punkte
zp =1, 2 = -1, 23 = ¢
w1=0,w2=1, w3=2
in C.
(a) Bestimmen Sie die Mébiustransformation £, die die Bedingung
f(z,l): Wi ?'213233
erfiillt.
(b) Skizzieren Sie das Bild der Funktion f von Ba(—1 + 2i).
(c) Bestimmen Sie den Schnittwinkel o der Kreise 8B1(0) und 8B (~1 + 2i) im
Punkt —1 .
Aufgabe 5: (12 Punkte)
Es sei 1
f(z) = FresmnR zeC\{0,i} .
(a) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Laurentreihe von f um 25 = 0.
(b} Berechnen Sie
flz)dz .
33% {0)
Aufgabe 6: (12 Punkte)
Essei G C C ein Gebiet und f: G — C, g: G — C zwei holomorphe Funktionen mit
VzeG: flz)-g(z) =0.
Zeigen Sie, dass
(VzeG: flz} =0) v (Vze@G: g{z) =0).
Aufgabe T: (8 Punkte)
Es sei

Viz,y,z) = (:cyz,:cz,z)
ein Vektorfeld und

F = {(w,y,z)eRalz =2- 332 - yzi z > 0}
eine Fliche.
Berechnen Sie mit Hilfe des Stokesschen Integralsatz
/ rotV -ndo .
}.‘

Hierbei ist n die Normale an F mit positiver 2-Komponente.
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Aufgabe N1
Einem technischen Vorgang liegt die theoretisch begriindete Modellfunktion

f(z) = a(=11222% + 12752 — 153) + 4(1302 — 195 + 5)

fir z € R und die Parameter o € R und 8 € R zugrunde. Ihnen stehen die Mefiwerte

Z 1( 2] 3
fil-15]10]61

zur Verfiigung. Bestimmen Sie die Parameter « und 8 im Sinne kleinster Fehlerqua-
drate optimal.

a} Formulieren Sie das zugehdrige Ausgleichsproblem.

b) Losen Sie das Ausgleichsproblem mit Hilfe von Givens-Rotationen, ohne die
Normalgleichungen aufzustellen. Wie grof ist das Residuum?

¢) Welche Voraussetzung muf erfiillt sein, damit eine eindeutige Losung des all-
gemeinen linearen Ausgleichsproblems garantiert ist?

2+43+1=6 Punkte
Aufgabe N2 ,
Zu bestimmen ist der Fixpunkt der Funktion

e*(2 — z)
Y= Tern

im Intervall [0,1].

a) Zeigen Sie, daf} die Iterationsfunktion ¢ im Intervall [0, 1] die Voraussetzungen
des Banach-Fixpunktsatzes erfiillt.

b) Fiihren Sie ausgehend von zy == 1 drei Fixpunktiterationen in Taschenrech-
nergenauigkeit durch.

c¢) Geben Sie mit Hilfe der a-priori- und der a-posteriori-Abschiitzung und Ihrer
Lipschitzkonstante aus Teilaufgabe a) obere Schranken fiir den Fehler von z3
an, wenn Sie als Startwert der [teration zo = 1 wihlen.

d) Welche Konvergenzordnung liefert das Newton-Verfahren zur Berechnung ei-
ner Nullstelle unter geeigneten Voraussetzungen in der N#he der Losung? Ge-
ben Sie die Definition der entsprechenden Konvergenzordnung an.

3+4+14+24-2=8 Punkte
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Aufgabe N3
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit der Matrix
24 54 30 102
A= 4 11 21 | € B**® und der rechten Seite b= 69 | € R%.
-12 33 -21 51

a) Bestimmen Sie die LE-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung, nachdem Sie die
Matrix A #quilibriert haben. Geben Sie die Diagonalmatrix D sowie die Ma-
trizen P, L und R explizit an. '

b) Berechnen Sie die Determinante von A mit Hilfe der LR-Zerlegung.
c¢) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Az = b mit Hilfe der LR-Zerlegung.

d) Die Komplexitit der LR-Zerlegung einer Matrix M € R™™*™ betréigt etwa 3n®,
die der @} R-Zerlegung der gleichen Matrix circa %n?’. Welche Vorteile bietet
die Losung eines linearen Gleichungssystems iiber die Q) R-Zerlegung, die den
Mehraufwand rechtfertigen? Begriinden Sie Thre Antwort!

3414-24+1=7 Punkte
Aufgabe N4 ‘
Von einer dreimal stetig differenzierbaren Funktion f : R — R seien folgende Funk-
tionswerte bekannt:

] 012
flo) | —4]3]2
a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom P(f|xo,%1,%;) in Newton-Darstel-

lung,.

b) Sie méchten ein Interpolationspolynom in Newton-Darstellung moglichst ef-
fizient an mehreren Stellen auswerten. Wie gehen Sie vor? Geben Sie den
Algorithmus explizit an!

¢) Welche Voraussetzung mufl die Funktion f erfiillen, damit Sie sicherstellen
kénnen, dafl der Interpolationsfehler

max [f(z) — P{flz1, 22, z3)(z)|

x€[-1,2]

kleiner als % ausfallt?

Hinweis: Fiir das Polynom w(z) := (z + 1)(z — 0}{z — 2) nimmt die Funktion
lw(2)| im Intervall [—1,2] ihr Maximum an der Stelle Zyq = 3 + 3/7 an.

24-34+2=T Punkte
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Aufgabe 1: (12 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

F(z,y) = log (y sin*(z)) — y log (sin*(x)) — sin*(z) log (v}, (w,y) € (0,%) x (0,00)
(a) Zeigen Sie, dass die Gleichung

Flay) = 5 log(2)

in einer Umgebung des Punktes (% , 2) nach y auflésbar ist.
(b) Berechnen Sie die Ableitung der durch die Gleichung

P (v, f(z)) = -glog(Z)

implizit gegebenen Funktion f im Punkt z = § .

Aufgabe 2: (12 Punkte)
Essei G C R? das Gebiet

G = {(m,y,z)€R3|O <z <2-2z- y2}

und f die Funktion
f(z,y,2) = (zz, zyz, 2) .

Berechnen Sie mit dem Gauflschen Integralsatz

/ div f drzdydz .
G

Aufgabe 3: (12 Punkte)

Gegeben ist die Funktion
1
a(l—t)y"2 + b fir t€(0,1)
f) = {

0 sonst

mit a, b € R.

(a) Man bestimme alle a, b € R, fiir die f Dichte einer Zufallsvariablen X ist.

(b) Fir @ = %, b = 0 ist f Dichte einer Zufallsvariablen X. Berechnen Sie E(X)
und P (X < 3).

(c) Bestimmen Sie zo € R, so dass P(X < ) = 75 -

bitte wenden!!



Aufgabe 4: (12 Punkte)
Gegeben sind die Punkte.

in C.’
(a) Bestimmen Sie die Mobiustransformation f, die die Bedingung
flz) = w, i=123
erfiillt.

(b) Skizzieren Sie das Bild der Funktion f von By(—1 4 24).

(c) Bestimmen Sie den Schnittwinkel o der Kreise 8B81(0) und 8Bz (—1 -+ 2i) im
Punkt —1 .

Aufgabe 5: (12 Punkte)
Es sei

() = ;(—zl:-)-g 2€C\{0,i} .

(a) Bestimmen Sie die Koeffizienten der Laurentreihe von f um. 2 = 0.
(b) Berechnen Sie

f(z)dz .
aB%(O)

Aufgabe 6: (12 Punkte)
Essei G C C ein Gebiet und f: G —C, g: G — C zwei holomorphe Funktionen mit

VzeG: f(z)-g(z) = 0.

Zeigen Sie, dass

VzeG: fz2)=0) Vv (Vz2eG: g(z) = 0).
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