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Aufgabe 1 ‘ [12 Punkte]

Seien ke N und %o > 1.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionenreihe

i": log(n) fir = € [zo, 00}

n=1

gleichmiBig konvergiert. (6 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass durch
201

fz) = —

nm
n=1

eine auf (1, co) unendlich oft differenzierbare Funktion gegeben ist und geben Sie die
k—te Ableitung von f an. (6 Punkte)

Aufgabe 2 [12 Punkte]

Sei ¢ > b > 0. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Fliche F, welche entsteht, wenn Sie die
Sphire S, = {(z,y,2) €R3 | 2% + ¢ + 2* = o} mitdem
Zylinder Zy = {{z,y,2) € R3 | 2% + y? < b*} schneiden .

Aufgabe 3 @ [12 Punkte]

Gegeben sei die Funktion

a(l—t)"Y2 + b , te(0,1)
ft) = {
0 , sonst
mit a,b € R.
(a) Bestimmen Sie alle a,b € R fiir welche f die Dichte einer Zufallsvariablen ist. (6 Punkte)

% , b = 0 und mit obigem f als Dichte einer Zufallsvariablen X

deren Verteilungsfunktion, den Erwartungswert von X, sowie P({X > 2}). (6 Punkte)

{b) Berechnen Sie fiir a =

Bitte wenden!!



Aufgabe 4 @

[6 Punkte]
Berechnen Sie fiir I' := {z € C | |z = 1} die Integrale
}5 3 n(3fr) dz | (3 Punkte)
2+ 3
eZz
j£ — dz (3 Punkte)
z
r
Aufgabe 5 @ [6 Punkte]
Welche der folgenden Funktionen besitzen eine isolierte Singularititin zg = 07 Begriinden
Sie ihre Antwort und bestimmen Sie gegebenenfalls den Typ der Singularitit und das Residuum
in zp = 0.
1 1
=1 sin (— (je 3 Punkte)
Aufgabe 6 F [15 Punkte]
Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes
o0
x? P
f (z2 4+ 1) (22 + 2z + 2)
=00
Aufgabe 7 @ [9 Punkte]

Léosen Sie das Anfangswertproblem:

yll+ 2yl__3y = em
y(0) =
y'(0) =

o O

Benutzen Sie dazu die Laplace-Transformation und die Formel

{1 @ = < o

x>0

(neN,acR)
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Aufgabe 1 {12 Punkte]
Seien k¢ N und g > 1.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionenreihe

0 k
Z (Li(:—cﬂ fir z € [z, 00)

n=1

gleichmiBig konvergiert. (6 Punkte)
(b) Zeigen Sie, dass durch
oo
1
flz) = Z por

eine auf (1, co) unendlich oft differenzierbare Funktion gegeben ist und geben Sie die
k—te Ableitung von f an. (6 Punkte)

8]

Aufgabe 2 [12 Punkte]
Sei a > b > 0. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Fliche F, welche entsteht, wenn Sie die
Sphite S, = {(z,y,2) €R® | 2% + ¢* + 2% = o’} mitdem

Zylinder Z, = {(z,y,2) €R® | 2% + y® < b*} schneiden.

Aufgabe 3 {9 Punkte]
Es seien V: R? — R3 das Vektorfeld V{z,y,2) == (zy*, zz, 2) und

F = {(w,y,z)€R3 | z=2-—xf -y, z> 0}
eine Fliche,

Berechnen Sie mit dem Stokesschen Integralsatz

f<rotV,n> do.
F

Hierbei sei n diejenige Einheitsnormale an F, welche eine positive z—Komponente hat.

Bitte wenden!!



Aufgabe 4 [12 Punkte]

Gegeben sei die Funktion

a(l—t)"Y2 b, te(0,1)
o~ |
0 , sonst
mit a,b € R.
{a) Bestimmen Sie alle a,b € R fiir welche f die Dichte einer Zufallsvariablen ist, (6 Punkte)

{b) Berechnen Sie fiir a = -12- , b = 0 und mit obigem f als Dichte einer Zufallsvariablen X
deren Verteilungsfunktion, den Erwartungswert von X, sowie P( {X > %} ) . (6 Punkte)

Aufgabe 5 @ [8 Punkte]

Berechnen Sie fiir T := {z € C | |2| = 1} die Integrale

ez

jg 5 dz , (2 Punkte)

- —
r
}E Sszzz) dz | : (3 Punkte)
2 4

e?z
_76 = dz . , (3 Punkte)
r

Aufgabe 6 @ {12 Punkte]

Welche der folgenden Funktionen besitzen eine isolierte Singularititin zp = 07 Begriinden
Sie ihre Antwort und bestimmen Sie gegebenenfalls den Typ der Singularitit und das Residuum
in zp = 0.

sin(z) 1 1 . {1 .
_f;— N z—2 ) m , 8ln (;) (]83 Punkte)

Aufgabe 7 @ [15 Punkte]

Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes

o0
$2
/ dz
(22 + 1) (22 + 2z + 2)
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Aufgabe N1

Jede richtige Antwort gibt einen Punkt. Fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt
abgezogen. Wird keine Antwort gegeben, erhalten Sie null Punkte. Insgesamt erhal-
ten Sie aber mindestens null Punkte fiir diese Aufgabe.

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

a) Bei der Cholesky-Zerlegung A = LDEIT der symmetrischen Matrix A € R™*"
sind die Diagonaleintrige der Matrix D die Eigenwerte der Matrix A.

b) Das Verfahren der QR-Zerlegung einer quadratischen reguldren Matrix A hat
den Vorteil, dass in jedem Schritt die Kondition beziiglich || - |l des transfor-
mierten Problems mit der des urspriinglichen Problems iibereinstimmt.

¢} Es existiert ein stabiler Algorithmus zur Auswertung der Funktion flz) R —
R. Dann ist die Funktion f(z) gut konditioniert.

d) Hssei F: R — R stetig differenzierbar und z, so, dass F (2,) = @, gilt. Fiir
7o € R wird die Fixpunktiteration z41 = F(zx), £ = 0,1,2,... definiert. Die
Konvergenzordnung der Fixpunktiteration ist immer 2.

e) Essei g(x) = P(f|xo, .. .,«,) das Interpolationspolynom zu den Daten (z0, f(za)),
ooy (@, f(n)) mit Tg < ... < T, wobel f € C"H(R) sei. Dann gilt fiir den
Interpolationsfehler in einem Intervall {a, b} mit zo < a < b < ay:

lg(z) — fla)l < Inax (H fr — :rd) - max M‘
™ \i=0

¢cleo,enl | (0 + 1)

5 Punkte
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Aufgabe N2

a) Die Funktion

fl@)=(1+z)

soll fiir x = —+/5 ausgewertet werden.

i) Bestimmen Sie die obere Schranke der Kondition krei des Problems fiir

r € [~3, —2]. Begriinden Sie Ihre Ergebnisse.

ii) Sei & € [-3,—2] ein Niherungswert fiir 2 = —/5. Wie grof diirfte die
relative Abweichung in z maximal sein, damit der relative Fehler in f(Z)

maximal 8 % betrigt?

b) Gegeben seien die folgenden Funktionswerte einer Funktion f(z)

¢ 0 (1123
T; -1 1
fea| 4 ]1]21

Bestimmen Sie das Interpolationspolynom p(z) in der Newton-Form.

4+4=8 Punkte
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Aufgabe N3

a) Gegeben sind die Punkte

il 1] 2] 3] 4
e |-3-1] 1] 2
vl 211 83] —49| 18

die gem#$ theoretischen Uberlegungen auf der Kurve

y(z) = a(a? — z + 1) + Bsin? (%) 1

liegen. Stellen Sie die Matrix A und die rechte Seite b des linearen Ausgleichs-
problems zur Berechnung von (e, 8)7 auf.

b) Lésen Sie das Ausgleichsproblem || Az — b||; — min mit

3 7
A= 4 |, =] 11
~12 -13

mit Hilfe von Givens-Rotationen, ohne die Normalgleichungen aufzustellen.
Wie grof3 ist das Residuum?

24-5=7 Punkte
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Aufgabe N4
Bestimmen Sie eine Niherungslosung des nichtlinearen Gleichungssystems

—62° -3 +18* -3 = 0
B +3y +e -7 = 0
N 62—y +372+26 = 0

mit dem Newton-Verfahren, indem Sie vom Startwert (-1, 1,0)7 ausgehen und einen

Tterationsschritt durchfithren.
& Punkte
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Aufgabe 10

Jede richtige Antwort gibt einen Punkt, Fiir jede falsche Antwort wird ein Punkt
abgezogen. Wird keine Antwort gegeben, erhalten Sie Null Punkte. Insgesamt erhal-
ten Sie aber mindestens Null Punkte fiir diese Aufgabe.

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

a) Bei der Cholesky-Zeriegung A = LDLT der symmetrischen Matrix A & R™"
sind die Diagonaleinsriige der Matrix D die Eigenwerte der Matrix A.

b) Das Verfahren der QR-Zerlegung einer quadratischen reguliren Matrix A hat
den Vorteil, dass in jedem Schritt die Kondition beziiglich || - |z des transfor-
micrten Problems mit der des urspriinglichen Problems iibereinstimmt.

¢) Es existiert ein stabiler Algorithmus sur Auswertung der Funktion f(z) : R -~
R. Dann ist die Funktion f(x) gut konditioniert.

d) Es sei ' : R — R stetig differenzierbar und z. so, dass F(z.) = 2. gilt. Fir
2o € & wird die Fixpunktiteration zy4 = Flz), 5 =0,1,2,... definiert. Die
Konvergenzordnung der Fixpunktiteration ist immer 2.

e) Essei ¢(z) = P(fizo, . ..,2n) das Interpolationspolynom zu den Daten (zq, f(zo)),
vy (Zn, J()) it To < ... < @y, wobel f € C™(R) sei. Dann gilt fiir den
Interpalationsfehler in einem Intervall [a,b] mit xg < @ < b < &y

fii(g)
(n+1)]

lq(z) — f(@)| < max | [[le—=l) - max

z€le,b] LE|T0,2n]

i=0

5 Punkte

Lésung:
a) Die Aussage ist falsch.
b) Die Aussage ist richtig.
¢) Die Aussage ist falsch.
d) Die Aussage ist falsch.

) Die Aussage ist richtig.

Lasung der Diplom-Vorpriifung Hohere Mathematik HI/IV  26.2.2007
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Aufgabe 11

a) Die Funktion
Jz)=(1+2)°
soll fiir & = —+/5 ausgewertet werden.
i} Bestimmen Sie die obere Schranke der Kondition sry des Problems fiir
z € [—3, —2]. Begriinden Sie Ihre Ergebnisse.

ii) Sei # € [3,—2] ein Niherungswert fiir z = —/5. Wie grof dirfte die
relative Abweichung in # maximal sein, damit der relative Fehler in f(Z)
maximal 3 % betragt? :

b} Gegeben seien die folgenden Funktionswerte einer Funktion f{z)

1 011123
T -1 1|2
.\.AR.V 411211

(=]

Bestimmen. Sie das Interpolationspolynom p(z) in der Newton-Form,

4+4=8 Punkte

Liosung:
a) 1) Fir die relative Konditionszahl £,q(z) der Funktion f(x) gilt

. &
z) = | (g} —=|.
wale) = |e) s
‘Wir haben .
f@=01+2° = [flz}=30+2),
und .
=3<r<~2<-1 = 14+z<0
Daraus folgt H
_ s Z _ 3z _ 3z
rrat®) = [0+ ) g | < | T T s

Lésung der Diplom-Vorprifung Hohere Mathematik III/IV  26.2.2007 4

Um das Maximuim von kee{z) auf [—3, ~2] zu finden, leiten wir die Funk-

tion ab 3-(14z}-3z-1 3
. ) —3z-
e s s A
Darmit ist die Funktion sye(x) monoton wachsend auf [«3, —2).
Also gilt

umu_.uwwwnzu_ birel @) = Krer(—2) = 6.

Das Problem ist folglich gut konditioniert.
ii) Fiir die maximale Verstarkung des relative Eingabefehler gilt

(& - [(=)

F—x
TCPYC

2 Krg{iL) = Krei{)dz.

flx)
Nach Teil 1) erhalt man , 1

dp~ 60, <008 = & <0.005=05%

b) Wir berechnen zundichst die dividierten Differenzen zu den Stiitzstellen

Ho"lw,HH"D.Hu"HCHa&w"M“ H
Ei _ [x:)f _aﬂ.,an.i:. [Fir Beqa, Fasalf ?.;H..+f§+§§+w:
-1 4
H =3 13
0 1 2=1 zwum Sz g
1-0 —1=1 2+1
1 2 35 =1
1=2 _ _q
2 1 .
Dann ist das Polynom bestimmt durch H

p() =4+(~-Nz++2z+D{z-0+{-D(z+1{z-0)(z-1)
=4 = 3{z+1) + 2(z + 1)z ~ (& + Dz({z ~ 1).
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Aufgabe 12

a) Gegeben sind die Punkte

] 1| 2 3 4
2| =3 ] ~1 1 2
w| 21| 8346 18

die gemiB theoretischen Uberlegungen auf der Kurve

y(z) = alz® — z+1) + Bsin’ A%v -1

liegen. Stellen Sie die Matrix A und die rechte Seite b des linearen Ausgleichs-
problems zur Berechnung von (e, 8)T auf.

b) Lésen Sie das Ausgleichsproblem [[Az ~ bl|; — min mit
3 7

A= 4 1, b= 11
-12 -13

mit Hilfe von Givens-Rotationen, ohne die Nermalgleichungen aufzustellen.
Wie grof ist das Residuum?

24+5=T7 Punkte

Ljsung:

a) Die Zeilen des Ausgleichsproblems haben die Form

Ap=(at-m+1 (%)), b=wtl
Es folgt
22

und b= 84 .

—
[ 4]

-~17

W o~

L I L
|
W
Qo
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b) Das System wird mit Givens-Rotationen auf Dreiecksgestalt gebracht:

Der Eintrag (2,1) wird eliminiert:

3 4
ﬂnaﬂm_nuw,mﬁmw

¢ s 0 3 7 5
-5 ¢ 0 4/ 11 | = 0
001 12| -13 —-12

Der Eintrag (3,1} wird eliminiert:

r=+/54+(-12)8=13, ¢= .HW_ §= =73

e 0 s 5( 13 13
6 10 0 1 j= 0
-s 0 ¢ -1z -13 0

Daraus erhalten wir
17
3z, =17 £y T = HW

Fiir das Residuum erhalten wir

I Az, — bla = VIZ+ 72 = V/50.

26.2.2007

13
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~13

12

17
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Aufgabe 13

und F'{zg, Yo, 20)
Bestimmen Sie eine Niherungslésung des nichtlinearen Gleichungssystems
~12x -6y 18 12 -6 18
—627 —3y* +18e* -3 = 0 F{-1,1,0) = -6 21y® 3 =] -6 21 =3
—6x+3y e T = 0 18z% —3y* 37 18 -3 37
6z ~4° +3724+26 = ©

Losung des Gleichungssystems:
mit dem Newton-Verfahren, indem Sie vom Startwert (—1, 1,0)T ausgehen und einen

Iterationsschritt durchfithren.

12 -6 18 Ay, 6
8 Punkte —§ 921 -3 Ay, | =1 3
18 -3 37 Az, 19

Lésung:

L. . Die GauBelimination ohne Pivctisierung ergibt:
Der Vektor (z,y,z2) ist eine Losung des gegebenen Gleichungssystems genau dann,

wenn {z,¥, z) eine Nullstelle der Funktion

12 -6 18| 6 12 -6 18| 6 12 -6 18|6
-6 -7 18 3 s s wn) Lo o mo) Loo sls
Flzghz) =] —bz+3% +e ¥ -7 -
6a° —y* + 37z + 26 und dann .
ist. Das Newton-Verfahren lautet Ay (6+6-0—-18-1)/12=-1
= Ay, | = (6—6-1}/18 =0
Lntl Ty \ Az, m\m =1
= — (F'[{Z0, 4 2a)]} " Fli{Tn: Yns 2n))-
Yt Y (F1(En, o 20)) (s o 20)] Also die néchste Naherung:
ntl n
; : e il -1 -1 0
Die Jacobi Matrix: [2]
: w|=| t1-| of=1 1
—-12z -6y 18¢ 5 0 1 -1
Flzyz)=| -6 215 -3 % |.
18z -3y 37
Berechuen von F(xq, 4, 20) [
6. (~1)2=3.124+18.6°—3 8
F(-1,1,0)=1 —-6-{-1)+3-1"4+e® -7 |=]| 3

6-(~1)® =18 +37-0+26 19



