Rheinisch-Westfilische Technische Hochschule Aachen
Institut fiir Mathematik
Prof. Dr. J. Bemelmans, Prof. Dr. S. Maier-Paape

Aufgaben zur Diplom—Vorpriifung im Sommer 2005
(180 Minuten)
Hohere Mathematik ITI + IV, Numerische Mathematik

., Aufgabe 1: (11 Punkte) Berechnen Sie mit dem Gaufischen Integralsatz
‘\: j\ ¢ den Flicheninhalt der Menge

D := {(a:,y)eR2||x|2/3 + |y < 32/3} . R>0.
Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass

() 1= (R (cos(¢))’, R(sin(p))*) , ¢ € [0,27]

eine Parametrisierung der Randkurve von D ist.

Aufgabe 2: (11 Punkte) Lidsen Sie die Differentialgleichung

= fi 1
+ (2] w(z) = 0 firz>

0L { 20 u(z)?~32?

u(l) =1

~ Aufgabe 3: (11 Punkte) In der y, 2-Ebene sei eine glatte, doppelpunktfreie, geschlos-
F?}i sene Kurve gegeben durch

0(t) = (0,u(t), o), t€ab, T(a) = T().

Ferner sei w(t) > 0, und die Kurve werde im mathematisch positiven Sinn durchlaufen.
Wenn man die Kurve um die 2—Achse im Raum rotiert, entsteht ein Rotationskorper K
mit der parametrisierten Oberfliche

F: Flp,t) == (u(t)cos(p), u)sin(p),v(t)), ¢€[0,2n], t€ [a,b] .

(a) Berechnen Sie die dufiere Normale n:= F, A F; an K.
(b) Zeigen Sie die folgende Formel fiir das Volumen von K

b

Vol(K) = = / (u())? o/ (t) dt .

aQ

Hinweis: Berechnen Sie das Integral iilber den Rotationskorper K

/dide:ndydz, mit dem Vektorfeld W(z,y,2) = (z,4,0) , (z,9,2) € R
K

Bitte wenden !!!



Aufgabe 4: (11 Punkte) Gegeben seien das Vektorfeld

Viz,y,z) = (2ue*, -2z + 3z, ye*) (z,9,2) € R?

und die Flache
Fi={{z,y,2) R 2>0, 2 +¢y? +2=4}.

Berechnen Sie mit dem Stokesschen Integralsatz

frotV'ndo,

F

wobei n die Normale an F' mit negativer ZMKomponenté ist.

9

Aufgabe 5: (10 Punkte)

(a) Bestimmen Sie ¢ € R so, dass
0 fir 2 <0
He) = { 2e™@ fir z > 0
Dichte einer stetigen Zufallsvariablen X ist.

(b) Berechnen Sie explizit die zugehérige Verteilungsfunktion F, den Erwartungswert
E(X) und die Varianz Var(X) (= ¢%(X)).

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass E(p(X)) = [ ¢(z) f(x)dz , wenn ¢ eine
stetige Funktion ist.

kAq:

Aufgabe 6: (10 Punkte) Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

[e0]
x2 p
/ (22 + 1)2 (22 + 4) T

KL

Aufgabe 7: (7 Punkte) Man bestimme die Koeffizienten der Laurentreihe der Funk-
tion
2z

= Punkt zp = 0, fir 0 < |2| < L.
f(z) 1) + T ) um den Punkt z tir |z

KAY

Aufgabe 8: (9 Punkte)
Essei f: C — C eine holomorphe Funktion mit arg(f(z)) € [- %, «] fiir alle z € C.

(a) Bestimmen Sie eine Kreisscheibe B,(z), so dass f(z) ¢ B.(2) fiir alle z € C.

(b} Zeigen Sie, dass f konstant ist.



Rheinisch-Westfilische Technische Hochschule Aachen
Institut fiir Mathematik
Prof. Dr. J. Bemelmans, Prof. Dr. S. Maier-Paape

Aufgaben zur Diplom—Vorpriifung im Sommer 2005
(120 Minuten)
Hohere Mathematik III + IV

Aufgabe 1: (11 Punkte) Lisen Sie die Differentialgleichung

2% u(z)? — 3z? .
MO ( 3&(3:)4 W(z) = 0 firz>1

u(l) =1

123

Aufgabe 2: (11 Punkte) In der y, z-Ebene sei eine glatte, doppelpunktfreie, geschlos-
sene Kurve gegeben durch

T(t) == (0,u(t),v(t)), te€lab], Tfa) = ().

Ferner sei u(t) > 0, und die Kurve werde im mathematisch positiven Sinn durchlaufen.
Wenn man die Kurve um die z—Achse im Raum rotiert, entsteht ein Rotationskorper K
mit der parametrisierten Oberfidche

F: Flp,t) = (u(t)cos(y),u(t)sin(e),v(t)) , ¢e€[0,2n], te&]lab].

(a) Berechnen Sie die duflere Normale n := F, A F}; an K.
(b) Zeigen Sie die folgende Formel fir das Volumen von K
.
Vol(K) = = / (u(®)? v'(t) dt

a

Hinweis: Berechnen Sie das Integral iiber den Rotationskorper K

/dide:cdydz, mit dem Vektorfeld W(z,v,2) := (z,4,0) , (z,9,2) € R%.
K

R

Aufgabe 3: (11 Punkte) Gegeben seien das Vektorfeld
Viz,y,2) = (2ye*, =2+ 3z, ye*) , (z,9,2)€R®

und die FFlache
Fo={(z,9,2) R} 2>0, e+ +2=4},

Berechnen Sie mit dem Stokesschen Integralsatz

/rotV-ndo,

F

wobel n die Normale an F' mit negativer z-Komponente ist.

Bitte wenden !!!



Aufgabe 4: (10 Punkte)
FS: (a) Bestimmen Sie ¢ € R so, dass

0 fir z <0
fa@y =4 7
ge“""'“ fir z >0
Dichte einer stetigen Zufallsvariablen X ist.

(b) Berechnen Sie explizit die zugehorige Verteilungsfunktion F, den Erwartungswert
FE(X) und die Varianz Var(X) (= o%(X)).

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass E(p(X)) = [ w(z) f(z)dz , wenn ¢ eine
stetige Funktion ist.

Aufgabe 5: (10 Punkte) Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

KA

fw+mw+@“

Aufgabe 6: (9 Punkte)
Es sei f: € — C eine holomorphe Funktion mit arg(f(z)) € [ Z, «] fiir alle z € C.

KAg:

(a) Bestimmen Sie eine Kreisscheibe B,(z), so dass f (2) ¢ By(z0) fiir alle 2z & C.

(b) Zeigen Sie, dass f konstant ist.

3 — ¢ fiir ¢ <3

Aufgabe 7: (10 Punkte) Essei f(t) = { 0 fiir | >3

K1LS:

(a) Bestimmen Sie eine Lésung g der Integralgleichung
) = / g(w) cos(wt) dw, tER.
0

(b) Bestimmen Sie den Wert des Integrals

]O (1 - 005(351:))2 .

rd

0
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(90 Minuten)
Hohere Mathematik IT11

Aufgabe 1: (11 Punkte) Berechnen Sie mit dem Gaufischen Integralsatz
F/l'- den Flicheninhalt der Menge

D = {(z,9) e R*|[s]”* + [y|* < R¥*} | R>o0.
Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass
¥(p) = (R(cos(p))®, R(sin(p))’) , ¢ € [0, 2]

eine Parametrisierung der Randkurve von D ist.

Aufgabe 2: (11 Punkte) Lisen Sie die Differentialgleichung

25 u{z)? — 322
w@P | ufa)

¥(z) = 0 firz>1

u(l) =1

) Aufgabe 3: (11 Punkte) In der y, z-Ebene sei eine glatte, doppelpunktfreie, geschlos-
b sene Kurve gegeben durch

Lty := (0,u(t),v()), telebd, T(a) = T(b).

Ferner sei u(t) > 0, und die Kurve werde im mathematisch positiven Sinn durchlaufen.
Wenn man die Kurve um die 2-Achse im Raum rotiert, entsteht ein Rotationskérper X
mit der parametrisierten Oberfliche

F i Flp,t) = (ult)cos(), u(t)sin(p),v(t)), ¢€[0,2r], ¢t€la,b].

(a) Berechnen Sie die duflere Normale n := F,, A F; an K.
(b) Zeigen Ste die folgende Formel fiir das Volumen von K

b

Vol(K) = = f (w(t))? v'(t) dt .

a

Hinweis: Berechnen Sie das Integral {iber den Rotationskérper K

/didemdydz, mit dem Vektorfeld W(z,y,2) := (z,9,0) , (z,9,2)€R®
K

Bitte wenden !!!



Aufgabe 4: (11 Punkte) Gegeben seien das Vektorfeld
Vie,y,2) = (2ye*, —2x+3z, y¢*) , (2,4,2)} € R?

und die Fliche
Fi={(z,,2) eR’| 2>0, e +y’+z=4}.

Berechnen Sie mit dem Stokesschen Integralsatz

/rotV-ndo,

F

wobei n die Normale an F' mit negativer z-Komponente ist.

Aufgabe 5: (10 Punkte)
kS

(a) Bestimmen Sie ¢ € R so, dass
0 fiir z < 0
Fle) = { e fir 2 > 0
Dichte einer stetigen Zufallsvariablen X ist.

(b) Berechnen Sie explizit die zugehdorige Verteilungsfunktion F, den Erwartungswert
E(X) und die Varianz Var(X) { = ¢%(X)).

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass E(p(X)) = [ olx) f(z)dz , wenn ¢ eine
stetige Funktion ist.
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Losung der Diplom-Vorpriifung Hohere Mathematik IT11/IV 6.8.2005

Aufgabe N1
Gegeben seien
25 -10 -5 5
A=1]-10 28 -10 | eR¥® und b=| -8 | eR%.
-5 -10 13 -7

a) Uberpriifen Sie, ob die Matrix A positiv definit ist.
b) Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDLT.

d) Berechnen Sie die Determinante von A.

e) Wire das Problem auch iiber L R-Zerlegung ohne Pivotisierung losbar?

f

)
)
c) Losen Sie mit Teilaufgabe b) das lineare Gleichungssystem Az = b.
)
)
) Welche Variante ist vorzuziehen und warum?

1+24+1+4+1+1+41 Punkte

Lo6sung:

b) Berechne Cholesky-Zerlegung von A. Laut Vorlesung gilt:

k-1
_ 2
dir, = akk_g 0. i
j=1

k-1
1
gik = d_ [aik - Zﬁi,jdjjgkd'] y k < 7 S n und Eu = 1, 1 S 7 S n
kk :
7=1
Damit ist
—10 2 -5 1
din =25, (=1, gmzfz—g, 531:%:—5

dyy = 28 — 2 2 20 =24, lyp=1, ¢ _ —10 — 1 25
22 = 5 =% =L L= o 5

1\2 1\2
des=13— (=) 25— (==) -24=6
w=13-(=5) 3 (g) =0

also
1 0 0 25 0 0
A=LDL" mit L=|-2 1 0| uwd D=]0 24 0
-+ -1 1 0 0 6



Losung der Diplom-Vorpriifung Hohere Mathematik IT11/IV 6.8.2005 2

a) A ist positiv definit, da alle Diagonaleintrége in D grofler als Null sind.
c¢) Lose Az = b mit Cholesky-Zerlegung A = LDLT

e Lose Ly = b durch Vorwirtseinsetzen:

2 1 1
=5 —_84+2.5=_§ — 74 .54+ =.(—6)=—9
Y1 y Yo + 5 y Y3 + 5 + 5 (—6)
e Lose Dv =y durch Skalierung:
5 1 —6 1 -9 3
v = —— = — V: = — = — — v _ —_— = — =
"Tos 5 P 24 R 2’

e Lose LTx = v durch Riickwértseinsetzen:

2 2

1,3 r
= xz=|(—-=,—-1,—=
27 ) 27

d) Berechne die Determinante der Matrix A:

-3 1 1 3 1 2
r3 = —/—, To = —Z—Fé‘(——) = —1, T = 5+g(—1)+ .

at] =
/T\
(NN ]
~~
I
|

det(A) = det(LDL") = det(L) - det(D) - det(L”) = det(D) = 25-24-6 = 3600
=1 =1

. . .. . rlesun, . .
e) A ist symmetrisch und positiv definit Vo =Ste a; 1 > 0 und die transformierte

Matrix ist wieder symmetrisch und positiv definit. Durch iteriertes Anwenden
der obigen Arguments folgt, dass die LR-Zerlegung von A existiert.

f) Vergleiche Aufwand der beiden Verfahren:

e Aufwand der LR-Zerlegung: in® + O(n?)
e Aufwand der Cholesky-Zerlegung: $n® + O(n?)

= ziehe Cholesky-Verfahren vor.
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Aufgabe N2
Mit einem iterativen Verfahren soll die Nullstelle der Funktion f(x) = 2? — cos(z)
fiir > 0 bestimmt werden.

a) Formulieren Sie eine Fixpunktiteration, mit deren Hilfe Sie die Nullstelle von f
ermitteln konnen. Zeigen Sie, dass diese Iteration fiir jeden Startwert in einem
von Thnen geeignet gewéhlten Intervall konvergiert.

Hinweis: Um ein geeignetes Intervall zu finden, kann es niitzlich sein, die

Funktionen g(r) = x? und h(x) = cos(z) zu skizzieren.

b) Wie viele Schritte sind ausgehend vom Startwert o = 0 hochstens notig, damit
der Fehler kleiner als 1075 wird?

¢) Nennen Sie ein Verfahren, das lokal quadratisch gegen die Nullstelle konver-
giert. Formulieren Sie auch die zugehorige Iterationsvorschrift.

3+2+2 Punkte

Loésung:
a) Betrachte Iterationsfunktion ®(x) = /cos(z) im Intervall T = [0, 1].
Zeige: ® erfiillt im Intervall I die Voraussetzungen des Banach-Fixpunktsatzes.
dazu: Priife Voraussetzungen des Banach-Fixpunktsatzes:
e [ =0,1] ist abgeschlossen.
e Esist ®(0)=1€ I, ®(1) = 0.735 € I und es gilt

@@yzjfﬂ%%go fir alle € 1.
COS\T

= & : [ — I, also @ ist Selbstabbildung auf I.

o Auf I = [0,1] C [0, 3] ist cos(x) monoton fallend und sin(x) monoton

steigend. Daher gilt

| =| — sin(z) | = sin(z) sin(1)
2y/cos(x)  24/cos(z) ~ 24/cos(1)

= & : ] — [ ist Kontraktion auf I.

|/ (x) ~0.572 < 1.
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Nach dem Banach-Fixpunktsatz gilt: Die Fixpunktiteration z,1 = P(xy),
k € Ny konvergiert fiir jedes g € I = [0,1] gegen den eindeutigen Fixpunkt
x* € I von ®, der zugleich die eindeutige Nullstelle von f ist.

Sei x* € I der Fixpunkt von ® bzw. die Nullstelle von f. Benutze nun die
a-priori-Abschéitzung
k
|z* — x| < 1_L|;151 —xo| fir keN.

Aus dem Startwert zo = 0 folgt x; = ®(zo) = 1 und damit |z; — x| = 1. Die
Toleranz betriigt ¢ = 107°, die Lipschitzkonstante aus Teil a) ist L = 0.573
(sicherheitshalber aufgerundet). Nun gilt

L
<
“S1-1

& L">e(1-1)

S on> M ~ 22.20,
log(L)

man bendtigt also hochstens 23 Iterationen, damit der Fehler sicher kleiner als
e =107 ist.

Das Newton-Verfahren

e flag) - af — cos(xy)
Lk (o) b 21, + sin(zg)

ist lokal quadratisch konvergent.
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Aufgabe N3
Die Parameter a € R und (8 € R sollen so gewéhlt werden, dass die Messwerte

1 1 213
£ 120 =14 | 2

im Sinne kleinster Fehlerquadrate durch die theoretisch begriindete Modellfunktion
f(z) = a(—102* 4 48z — 48) + B(—1022 + 45z — 30)
optimal approximiert werden.
a) Formulieren Sie das zugehorige Ausgleichsproblem.

b) Losen Sie das Ausgleichsproblem mit Hilfe von Givens-Rotationen. Wie grofl
ist das Residuum?

¢) Welches andere Verfahren zur Losung linearer Ausgleichsprobleme kennen Sie?
d) Welchen wesentlichen Nachteil besitzt das andere Verfahren?

24+4+1+1 Punkte

Lo6sung:

a) Das lineare Ausgleichsproblem lautet: Finde z = (a, 3)T € R? so, dass || Az — b||,
minimal ist. Setze

fi(z) = —102° + 48z — 48 und fo(z) := —102* + 452 — 30,

dann ist
fi(1) f2(1) ~-10 5 20
A=1£2) f2)|[=] 8 20| und b=|-14
f1(3) fa(3) 6 15 2
b) Lose das lineare Ausgleichsproblem mit Givens-Rotationen:
Eliminiere As; = 6: 7 =8 +62 =10 = ¢, = % = %, s = 1% — %7
1 0 0 —10 5 20
Gi=10 & 2, AW=GA=| 10 25|, W=Gb=|-10
0 —% % 0 0 10
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Eliminiere AY = 10: r = /(=10)2 + 10% = 10v/2

Sl-

—10 1 10 1 G
Co—= ———— = -, So == ——— = -, = —
Tve V2T v Ve

= S-S
|
=S

10v2  10V2 —15/2
A(Q) — GQA(l) — 0 _15\/5 , b(2) — sz(l) - _5\/5
0 0 10

Lose das lineare Ausgleichsproblem durch Riickwértseinsetzen:

—5/2 1 1 1 11
=1y = =2, a=1=—— —15@——10&):——.
b= _15v2 3 YT 10v2 ( 3 6

und damit lautet die Losung

N 11 1\7*
r=\—-——,2] -
6’3

Das Residuum lisst sich aus b® ablesen und betrigt ||Az — b||, = 10.

¢) Ein zweites Verfahren zur Losung linearer Ausgleichsprobleme ist die direkte
Losung der Normalgleichungen.
d) Vergleiche die Konditionen der beiden Probleme:

k2 (A)
cos(©)

e Kondition des linearen Ausgleichsproblems:
e Kondition der Normalgleichungen: k(AT A) = ky(A)?
Falls cos(0) ~ 1 und ka(A) > 1 ist, gilt

KQ(A)
cos(©)

Ko(A)? >

Folglich ist dann die Kondition der Matrix AT A in den Normalgleichungen sehr
viel grofler als die Kondition des linearen Ausgleichsproblems. Die Stabilitét
des Algorithmus zur Losung der Normalgleichungen ist in diesem Fall also nur
gering.
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Aufgabe N4

Betrachten Sie die Funktion {

1) =5

und die Stiitzstellen 1 =0, 9 = 2, x3 = 4 und x4 = 6.

a) Werten Sie das Interpolationspolynom P(f|xq, x3,x4) mit dem Aitken-Neville-
Schema an der Stelle z = 3 aus.

b) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom P( f|z1, x3, z4) in Newton-Darstellung.

3+3 Punkte

Loésung:
a) Setze yo := x9 = 2, y; := x3 = 4 und yp := x4 = 6 und wende fiir y=3 das

Aitken-Neville-Schema an:

Py = P 1+u(Pi—1,k—1—H’,k—1) fir 0<k<i<n=2.
Yi — Yi—k

Erhalte so das Tableau

i |y Pio Pi1 P
012 f(2)=35
114 f4)= % =
216 |f6)=7% 5 =5
Aitken-Neville P(flas, 3, 24)(3) = %
b) Setze zp := x1 = 0, z; := x3 = 4 und 29 := x4 = 6 und fithre die Newton-

Interpolation mit Hilfe der dividierten Differenzen durch:

vz [Zz]f [Ziazi—l]f [Zi,zi—luzi—Q]f
00| f(0)=3

L4l fW) =% -

206 f6)=% —=% 7

Newton-Interpolation 1 1 1
= P =c-— —r+ —z(r—4).
(flzy, 3, z4)(T) 5~ 10° 70x(z )



