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Aufgabe N1
Gegeben seien

A =

 25 -10 -5

-10 28 -10

-5 -10 13

 ∈ R3×3 und b =

 5

-8

-7

 ∈ R3.

a) Überprüfen Sie, ob die Matrix A positiv definit ist.

b) Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDLT .

c) Lösen Sie mit Teilaufgabe b) das lineare Gleichungssystem Ax = b.

d) Berechnen Sie die Determinante von A.

e) Wäre das Problem auch über LR-Zerlegung ohne Pivotisierung lösbar?

f) Welche Variante ist vorzuziehen und warum?

1+2+1+1+1+1 Punkte

Lösung:

b) Berechne Cholesky-Zerlegung von A. Laut Vorlesung gilt:

dkk = akk −
k−1∑
j=1

`2
k,jdjj,

`ik =
1

dkk

[
aik −

k−1∑
j=1

`i,jdjj`k,j

]
, k < i ≤ n und `ii = 1, 1 ≤ i ≤ n

Damit ist

d11 = 25, `11 = 1, `21 =
−10

25
= −2

5
, `31 =

−5

25
= −1

5

d22 = 28−
(
−2

5

)2

· 25 = 24, `22 = 1, `32 =
1

24

[
−10−

(
−1

5

)
· 25 ·

(
−2

5

)]
= −1

2

d33 = 13−
(
−1

5

)2

· 25−
(
−1

2

)2

· 24 = 6,

also

A = LDLT mit L =

 1 0 0

−2
5

1 0

−1
5
−1

2
1

 und D =

25 0 0

0 24 0

0 0 6

 .
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a) A ist positiv definit, da alle Diagonaleinträge in D größer als Null sind.

c) Löse Ax = b mit Cholesky-Zerlegung A = LDLT

• Löse Ly = b durch Vorwärtseinsetzen:

y1 = 5, y2 = −8 +
2

5
· 5 = −6, y3 = −7 +

1

5
· 5 +

1

2
· (−6) = −9

• Löse Dv = y durch Skalierung:

v1 =
5

25
=

1

5
, v2 =

−6

24
= −1

4
, v3 =

−9

6
= −3

2
,

• Löse LT x = v durch Rückwärtseinsetzen:

x3 =
−3

2
, x2 = −1

4
+

1

2
·
(
−3

2

)
= −1, x1 =

1

5
+

2

5
·(−1)+

1

5
·
(
−3

2

)
= −1

2

⇒ x =

(
−1

2
,−1,−3

2
,

)T

d) Berechne die Determinante der Matrix A:

det(A) = det(LDLT ) = det(L)︸ ︷︷ ︸
=1

· det(D) ·det(LT )︸ ︷︷ ︸
=1

= det(D) = 25 · 24 · 6 = 3600

e) A ist symmetrisch und positiv definit
Vorlesung⇒ a1,1 > 0 und die transformierte

Matrix ist wieder symmetrisch und positiv definit. Durch iteriertes Anwenden
der obigen Arguments folgt, dass die LR-Zerlegung von A existiert.

f) Vergleiche Aufwand der beiden Verfahren:

• Aufwand der LR-Zerlegung: 1
3
n3 +O(n2)

• Aufwand der Cholesky-Zerlegung: 1
6
n3 +O(n2)

⇒ ziehe Cholesky-Verfahren vor.
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Aufgabe N2
Mit einem iterativen Verfahren soll die Nullstelle der Funktion f(x) = x2 − cos(x)
für x > 0 bestimmt werden.

a) Formulieren Sie eine Fixpunktiteration, mit deren Hilfe Sie die Nullstelle von f
ermitteln können. Zeigen Sie, dass diese Iteration für jeden Startwert in einem
von Ihnen geeignet gewählten Intervall konvergiert.

Hinweis: Um ein geeignetes Intervall zu finden, kann es nützlich sein, die
Funktionen g(x) = x2 und h(x) = cos(x) zu skizzieren.

b) Wie viele Schritte sind ausgehend vom Startwert x0 = 0 höchstens nötig, damit
der Fehler kleiner als 10−5 wird?

c) Nennen Sie ein Verfahren, das lokal quadratisch gegen die Nullstelle konver-
giert. Formulieren Sie auch die zugehörige Iterationsvorschrift.

3+2+2 Punkte

Lösung:

a) Betrachte Iterationsfunktion Φ(x) =
√

cos(x) im Intervall I = [0, 1].

Zeige: Φ erfüllt im Intervall I die Voraussetzungen des Banach-Fixpunktsatzes.
dazu: Prüfe Voraussetzungen des Banach-Fixpunktsatzes:

• I = [0, 1] ist abgeschlossen.

• Es ist Φ(0) = 1 ∈ I, Φ(1) ≈ 0.735 ∈ I und es gilt

Φ′(x) =
− sin(x)

2
√

cos(x)
≤ 0 für alle x ∈ I.

⇒ Φ : I → I, also Φ ist Selbstabbildung auf I.

• Auf I = [0, 1] ⊂ [0, π
2
] ist cos(x) monoton fallend und sin(x) monoton

steigend. Daher gilt

|Φ′(x)| = | − sin(x)

2
√

cos(x)
| = sin(x)

2
√

cos(x)
≤ sin(1)

2
√

cos(1)
≈ 0.572 < 1.

⇒ Φ : I → I ist Kontraktion auf I.
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Nach dem Banach-Fixpunktsatz gilt: Die Fixpunktiteration xk+1 = Φ(xk),
k ∈ N0 konvergiert für jedes x0 ∈ I = [0, 1] gegen den eindeutigen Fixpunkt
x∗ ∈ I von Φ, der zugleich die eindeutige Nullstelle von f ist.

b) Sei x∗ ∈ I der Fixpunkt von Φ bzw. die Nullstelle von f . Benutze nun die
a-priori-Abschätzung

|x∗ − xk| ≤
Lk

1− L
|x1 − x0| für k ∈ N.

Aus dem Startwert x0 = 0 folgt x1 = Φ(x0) = 1 und damit |x1 − x0| = 1. Die
Toleranz beträgt ε = 10−5, die Lipschitzkonstante aus Teil a) ist L = 0.573
(sicherheitshalber aufgerundet). Nun gilt

ε
!
<

Ln

1− L
⇔ Ln > ε(1− L)

⇔ n >
log(ε(1− L))

log(L)
≈ 22.20,

man benötigt also höchstens 23 Iterationen, damit der Fehler sicher kleiner als
ε = 10−5 ist.

c) Das Newton-Verfahren

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
= xk −

x2
k − cos(xk)

2xk + sin(xk)

ist lokal quadratisch konvergent.
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Aufgabe N3
Die Parameter α ∈ R und β ∈ R sollen so gewählt werden, dass die Messwerte

i 1 2 3

xi 1 2 3

fi 20 −14 2

im Sinne kleinster Fehlerquadrate durch die theoretisch begründete Modellfunktion

f(x) = α(−10x2 + 48x− 48) + β(−10x2 + 45x− 30)

optimal approximiert werden.

a) Formulieren Sie das zugehörige Ausgleichsproblem.

b) Lösen Sie das Ausgleichsproblem mit Hilfe von Givens-Rotationen. Wie groß
ist das Residuum?

c) Welches andere Verfahren zur Lösung linearer Ausgleichsprobleme kennen Sie?

d) Welchen wesentlichen Nachteil besitzt das andere Verfahren?

2+4+1+1 Punkte

Lösung:

a) Das lineare Ausgleichsproblem lautet: Finde x = (α, β)T ∈ R2 so, dass ||Ax− b||2
minimal ist. Setze

f1(x) := −10x2 + 48x− 48 und f2(x) := −10x2 + 45x− 30,

dann ist

A =

f1(1) f2(1)

f1(2) f2(2)

f1(3) f2(3)

 =

−10 5

8 20

6 15

 und b =

 20

−14

2

 .

b) Löse das lineare Ausgleichsproblem mit Givens-Rotationen:

Eliminiere A31 = 6: r =
√

82 + 62 = 10 ⇒ c1 = 8
10

= 4
5
, s1 = 6

10
= 3

5
,

G1 =

1 0 0

0 4
5

3
5

0 −3
5

4
5

 , A(1) = G1A =

−10 5

10 25

0 0

 , b(1) = G1b =

 20

−10

10

 .
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Eliminiere A
(1)
21 = 10: r =

√
(−10)2 + 102 = 10

√
2

⇒ c2 =
−10

10
√

2
= − 1√

2
, s2 =

10

10
√

2
=

1√
2
, G2 =

−
1√
2

1√
2

0

− 1√
2
− 1√

2
0

0 0 1

 ,

A(2) = G2A
(1) =

10
√

2 10
√

2

0 −15
√

2

0 0

 , b(2) = G2b
(1) =

−15
√

2

−5
√

2

10

 .

Löse das lineare Ausgleichsproblem durch Rückwärtseinsetzen:

β = x2 =
−5
√

2

−15
√

2
=

1

3
, α = x1 =

1

10
√

2

(
−15

√
2− 1

3
10
√

2

)
= −11

6
.

und damit lautet die Lösung

⇒ x =

(
−11

6
,
1

3

)T

.

Das Residuum lässt sich aus b(2) ablesen und beträgt ||Ax− b||2 = 10.

c) Ein zweites Verfahren zur Lösung linearer Ausgleichsprobleme ist die direkte
Lösung der Normalgleichungen.

d) Vergleiche die Konditionen der beiden Probleme:

• Kondition des linearen Ausgleichsproblems: κ2(A)
cos(Θ)

• Kondition der Normalgleichungen: κ2(A
T A) = κ2(A)2

Falls cos(Θ) ≈ 1 und κ2(A) � 1 ist, gilt

κ2(A)2 � κ2(A)

cos(Θ)
.

Folglich ist dann die Kondition der Matrix AT A in den Normalgleichungen sehr
viel größer als die Kondition des linearen Ausgleichsproblems. Die Stabilität
des Algorithmus zur Lösung der Normalgleichungen ist in diesem Fall also nur
gering.
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Aufgabe N4
Betrachten Sie die Funktion

f(x) =
1

2x + 2

und die Stützstellen x1 = 0, x2 = 2, x3 = 4 und x4 = 6.

a) Werten Sie das Interpolationspolynom P (f |x2, x3, x4) mit dem Aitken-Neville-
Schema an der Stelle x = 3 aus.

b) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom P (f |x1, x3, x4) in Newton-Darstellung.

3+3 Punkte

Lösung:

a) Setze y0 := x2 = 2, y1 := x3 = 4 und y2 := x4 = 6 und wende für y=3 das
Aitken-Neville-Schema an:

Pi,k = Pi,k−1 +
yi − y

yi − yi−k

(Pi−1,k−1 − Pi,k−1) für 0 ≤ k ≤ i ≤ n = 2.

Erhalte so das Tableau

i yi Pi,0 Pi,1 Pi,2

0 2 f(2) = 1
6

1 4 f(4) = 1
10

2
15

2 6 f(6) = 1
14

4
35

9
70

Aitken-Neville⇒ P (f |x2, x3, x4)(3) =
9

70

b) Setze z0 := x1 = 0, z1 := x3 = 4 und z2 := x4 = 6 und führe die Newton-
Interpolation mit Hilfe der dividierten Differenzen durch:

i zi [zi]f [zi, zi−1]f [zi, zi−1, zi−2]f

0 0 f(0) = 1
2

1 4 f(4) = 1
10

− 1
10

2 6 f(6) = 1
14

− 1
70

1
70

Newton-Interpolation⇒ P (f |x1, x3, x4)(x) =
1

2
− 1

10
x +

1

70
x(x− 4).


