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Aufgaben zur Diplom—Vorpriifung im Sommer 2005
(180 Minuten)
Hoéhere Mathematik ITT 4 IV, Numerische Mathematik

Aufgabe 1: (12 Punkte)
Gegeben seien das Vektorfeld

Viz,y,2) == (z e® —3y?, 4+y, 2% log(z + 1) — zys)
und die Raumkurve

I = {(m,y,z)ER3|($m2)2+y2 = l/\z=a:} :

Mit Hilfe des Stokesschen Integralsatzes berechne man das Kurvenintegral

j&Vdm,
B3

-1 L
wobei der Umlaufsinn von I' eine Rechtsschraube mit dem Vektor ( 0 ) bildet.
1 _

Aufgabe 2: (12 Punkte)

Féhrt man auf der A4 von Aachen nach Koln, so steht man in 9 von 10 Fallen im :

Stau. Insgesamt kommt man in 3 von 10 Fallen zu spat.

Wenn man im Stau steht, dann kommt man mit einer Wahrscheinlichkeit von 25%” o

zu spat. Man bestimme dle Wahrscheinlichkeiten:

(i) nicht im Stau zu stehen.
(ii) im Stau zu stehen und verspitet zu sein.

(iii) nicht im Stau gestanden zu haben, wenn man zu spit kommt.

Aufgabe 3: (10 Punkte)
Losen Sie die folgende Differentialgleichung

5y 10zy ,
1 + (5zy?)? 1 + (5zy?)?

y(1)

Il
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g '.’Aufgabe 4: (12 Punkte)

Seien @ > 0 und 0 < r < a.
Berechnen Sie den Flécheninhalt des Torus T mit der Parametrisierung.

T(p,t) := ({a+7 cos(t))cos(yp) , (a+r cos(t))sin(ep), rsin(t)),
v €[0,2x], t € [0,2n].

o 'Aﬁfgabe 5: (7 Punkte)
Sei f: C — C holomorph mit arg(f) € [1471, %Z—r] Zeigen Sie, dass f konstant ist.

-~ Aufgabe 6: (15 Punkte)

Berechnen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

]" cos(z)
@+ D@2 +9)

-0

’ “_sAufgabe 7: (12 Punkte)
' Die Funktionen u,, n € N seien definiert durch:
1+ sin® (%) - 1

up(z) = o (z e R)

o0 o
Zeigen Sie, dass die Reihe 2 un(x) - auf ganz R gleichmifBig konvergiert.

n=1
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Aufgabe N1

a) Bestimmen Sie die relative Kondition ke (f,z) der Funktion

FROR o cos.h(x)—l
sinh(x)
an der Stelle zo = 0.1.
Hinweis: Es gilt cosh?(z) = 1 + sinh?(z).
b) Berechnen Sie f(z() einmal in dreistelliger Gleitpunktarithmetik und einmal
in Taschenrechnergenauigkeit. Interpretieren Sie Thr Ergebnis!
c¢) Uberfithren Sie f(z) in eine fiir |7| < 1 numerisch stabilere Darstellung.
Hinweis: Taylorentwicklung.

d) Berechnen Sie die Summe der Zahlen 12,17,24,35 und 9995, indem Sie die
Ausdriicke

((12+17) +24) +35) +9995 und 124 (174 (24 + (35 + 9995)))

in dreistelliger Gleitpunktarithmetik auswerten. Wie grof3 sind die absoluten
Fehler? Welche Regel beziiglich der numerisch moglichst stabilen Addition legt
Ihnen Thr Ergebnis nahe?

2+1+2-+1 Punkte
Losung:

a) Es ist f/(l') _ sinh?(z)—(cosh(x)—1) cosh(x) _ cosh(z)—

1 .
sinh? (x) ~ sinh®(2) und damit

xf'(x) T

f(z) = ’sinh(x)"

Auf diese Weise erhélt man . (f) (7o) = fra(f)(1071) ~ 0.99834. Das Pro-
blem ist folglich gut konditioniert.

Fral(f) () = |

b) In Taschenrechnergenauigkeit erhélt man f(xy) =~ 0.049958. In dreistelliger
Gleitpunktarithmetik ergibt sich cosh(zg) = 1.01, cosh(zp) — 1 = 0.0100,
sinh(zg) = 0.100 und damit f(zo) = 0.100. Da lir%cosh(x) = 1 ist, tritt

fiir |z| < 1 im Zahler Ausloschung auf und der Algorithmus wird instabil.
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c¢) Die Taylorentwicklung der Funktion f(xz) um & = 0 bis zur Ordnung 2 ergibt

fla) = po+0(a?).

Fiir |z| < 1 leisten die hoheren Potenzen der Taylorentwicklung nur einen sehr
kleinen Beitrag zum Funktionswert, der im Rahmen der Rechengenauigkeit

vernachléssigbar ist. Ersetzt man die Funktion daher durch f (x) = %x, so 1aBt

sich die Ausloschung vermeiden und man erhélt eine stabile Darstellung der
Funktion f in diesem Bereich.

d) Exakte Rechnung ergibt 12 4+ 17 + 24 + 35 + 9995 = 10083. In dreistelliger
Gleitpunktarithmetik erhélt man

12417 = 29,
(12417)+24 = 53,
(12+17)+24) +35 = 88,

((12 +17) + 24) + 35) + 9995 = 10100

beziehungsweise

35+ 9995 = 10000,

24 + (35+9995) = 10000,

17 + (24 + (35 + 9995)) = 10000,

12 + (17 + (24 + (35 + 9995))) = 10000.

Der absolute Fehler betrigt also im ersten Fall Ay = 17 und im zweiten Fall
A, = 83. Als Merkregel 143t sich ableiten, daf es vorteilhafter ist, die betrags-
grofften Summanden zuletzt zu addieren.
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Aufgabe N2

Betrachten Sie die Funktion

und die Stiitzstellen zg = 0, 1 = 2, 29 = 4 und z3 = 6.

a) Werten Sie das Interpolationspolynom P(f|z1, g, x3) mit dem Aitken-Neville-
Schema an der Stelle x = 3 aus.

b) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom P( f|zg, x2, x3) in Newton-Darstellung.

c¢) Schitzen Sie den Fehler max \P(f]:co, x9,x3)(x) — f(2z)| moglichst genau ab.

x€[xo,23
2+2+3 Punkte
Losung:
a) Setze yp := 1 = 2, y1 := T3 = 4 und y, := x3 = 6 und wende fiir y = 3 das
Aitken-Neville-Schema an:
Y (Pyg—Pyr) fir 0<k<i<n=2
Yi — Yi—k
Erhalte so das Tableau

Pr=PF 1+

[ ‘yz P; ,0 Pi,l Pz’,2
4 ~

0|2 f(2):7~057143

114 f(4) 4 ~0.36364 26 ~0.46753

2

11 7

6 | f(6) =1z =~ 0.26667 = ~ 041212 22 ~ 0.45368

ml

itken-Neville 524
Atkenfieville P f1ay, 15, 24)(3) = T1os ~ 045368

b) Fiihre die Newton-Interpolation mit Hilfe der dividierten Differenzen durch:

| T [xz]f [951‘, xi—l]f [fl“i, Ti—1, xi72]f
0] 0| f(0)=4%=~13333

1141 f@4)= li ~ 0.36364 —% r~ —0.24242

216 | f(6)= % ~ 0.26667 —% ~ —0.048485 % ~ 0.0032323

Newton-Interpolation 4 8 16
CTET P(flan as,wa) () = 5 = g5(e = 0) + Jos(r — 0)(x — 4).
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c¢) Betrachte zunéchst das Knotenpolynom w(x) := (z — 0)(z — 4)(z — 6) im
Intervall I :=[0,6]. An den Réndern des Intervalls verschwindet das Knoten-
polynom. Es gilt

W(r)=322—200+24=0 <& x12_—i \/_GI

Da w"(z) = 62 — 20 und damit w”(x;) > 0 und w”(x) < 0 ist, liegen an den
160 - 112

Stellen x; und 3 lokale Extrema mit w(z12) = 5= F 5=V 7 vor. Daher ist
160 112
= — 4+ — ~ 16.901.
max |w(@)] = o7 + 57 V7~ 1690

Ableiten von f ergibt f'(z) = W’ f(z) = (21+3)3 und " (x) = 2;3}
Der Betrag der dritten Ableitung von f ist auf I monoton fallend, da der
Nenner (2z + 3)* monoton wichst. Daher nimmt | f”’ ()| auf I sein Maximum
an der linken Intervallgrenze xy = 0 mit |f"”(0)| = 2= an.

Damit erhédlt man insgesamt

/" ()]
max | P(f|xo,z2,23)(x) — f(x)] < max |w(z)] max i
x€[xo,23] z€[xo,23] T€[x0,23] 3!
(160 N 112 - 164
o\27 27 3127
5120 3584
= o5t 55V 7 = 6.6769.

2187 2187
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Aufgabe N3
Sei A € R™" regular und F': R® — R™ Lipschitz-stetig. Betrachten Sie das nicht-
lineare Gleichungssystem

Ax =b+cF(x).

Ermitteln Sie, ob das nichtlineare Gleichungssystem zumindest fiir einen gewissen
Bereich von ¢ 16sbar ist, indem Sie die folgenden Teilaufgaben bearbeiten:

a) Was bedeutet es, dafl F' Lipschitz-stetig ist?
b) Schreiben Sie das Gleichungssystem fiir € # 0 in eine Fixpunktgleichung um.

c) Zeigen Sie, dafBl ¢(x) = A 'F(x) + A~'b fiir ausreichend kleine |¢| eine
Kontraktion ist.

d) Formulieren Sie die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens fiir dieses Bei-
spiel. Was miissen Sie voraussetzen?

e) Wo liegt die Losung fiir kleine |¢| ungeféhr?

141434241 Punkte
Losung:

a) Die Funktion F' : R" — R™ heifit Lipschitz-stetig, falls es eine Konstante C' > 0
gibt, so daB fiir alle z,y € R™ beziiglich einer Norm ||-|| des R" gilt

|F () = F(y)l] < Cllz —yl].

b) Da A € R™ ™ regulir ist, existiert die Inverse A~! € R™". Anwenden der
Inversen auf die nichtlineare Gleichung ergibt

Az =b+eF(z) & x=A"'0b+eF(z) < x=cA'Flx)+A'
und damit die gesuchte Fixpunktgleichung.

c) Zeige: Die Fixpunktfunktion ¢(z) = e A~ F(x)+A~'b ist fiir ausreichend kleine
e| eine Kontraktion.

dazu: Fiir beliebige v,w € R™ erhilt man mit Hilfe der Operatornorm der
Matrix A~! die Abschitzung

47" @ —w)f[ < [[A7]| o = wll. (1)
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d)

Seien x,y € R™ beliebig. Da F' Lipschitz-stetig beziiglich ||-|| ist, gibt es
eine Konstante C' > 0, so dafl

|F(z) = Fy)l] < Cllz =yl (2)

ist. Der fiir die Kontraktionseigenschaft zu untersuchende Ausdruck lau-
tet

16(2) = o)l = |[eA™ (F(x) = F(y))|] -
Mit den Abschétzungen (1) und (2) erhélt man
l6(z) = oIl = el [|[A (F(z) = F(y))]

el [[AH[ 117 (z) = F(y)l]

A
INE

A
A2

lelc A7 [z =yl -

Daher ist ¢ eine Kontraktion, falls

1

_1 -
elc]|A™[ <1 & ’€|<CHA’1H
ist.

Um das Newton-Verfahren anzuwenden, mufl zunéchst vorausgesetzt werden,
daB F stetig differenzierbar ist. In diesem Fall formt man zunéchst die nicht-
lineare Gleichung in das Nullstellenproblem G(x) = 0 der Funktion

G:R"—=R", z+— Az —cF(x)—0

um. Die Funktion G ist wiederum stetig differenzierbar und besitzt die Jacobi-
Matrix
DG(x) =A—¢ DF(x).

Daher lautet fiir & € Ny die zugehérige Newton-Iteration z*+1) = 2 4 Az ®)
mit DG (z*)Az® = —G(2®), also fiir dieses Beispiel

(A—¢e DF(z®NA2® = b — Az® 4 ep(2®),
Um eine Schitzung der Losung x. fiir kleine |¢| zu ermitteln, setzt man auf-

grund stetiger Abhéngigkeit von € nun £ = 0 und erhélt so als Naherung

x. ~ 1z = A7'D.
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Aufgabe N4

Gegeben seien

21 -51 86 47
A= 0 -25 62 | eR*>?® wund b= -1 | eR3.
28 32 -77 54

a) Bestimmen Sie die () R-Zerlegung von A mit Hilfe von Givens-Rotationen.

Hinweis: Es geniigt, wenn Sie () als Produkt von Givens-Rotationen angeben.
Sie brauchen das Produkt nicht auszumultiplizieren.

b) Berechnen Sie die Determinante von A mit Hilfe der Q) R-Zerlegung.
c¢) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Az = b.

d) Statt der exakten rechten Seite b verfiigen Sie nur iiber eine Approximation
b, die in der Maximumsnorm ||| mit einem relativen Fehler von 4 % behat-
tet ist. Wie grof} ist der relative Fehler der Losung = des gestorten linearen
Gleichungssystems Az = b in der Maximumsnorm hachstens?

__ 1009

Hinweis: Die Operatornorm der Inversen von A betrégt [[A™"|| = 1352

2414242 Punkte
Losung:

a) Lose das lineare Gleichungssystem mit Givens-Rotationen:
Eliminiere As; = 28: r = /212 4282 = 35

Sa=F=50=5=5
20 3 35 —5 —10
Gi=|l0 10|, AV=GA=|0 -25 62
-z 0 2 0 60 —115
Eliminiere A{) = 60: r = /(—25)2 + 60% = 65
Sa=F=-fa=g=f
1 0 0 35 —5 —10
Go=|0 -5 2 [, A®=G,AV =10 65 -130
0 —L _& 0 0 —13

Die gesuchte Q R-Zerlegung lautet A = QR mit Q = GTGY und R = A®).
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b) Fiir die Determinante einer Rotationsmatrix S € R"*" gilt det(S) = 1. Damit
ist auch fiir die Givens-Rotationen det(G) = det(G2) = 1 und folglich auch

detQ = det(GTG3) = det(GT) - det(GY)
= det(Gy!) - det(G51) = det(G1) ™ - det(Go) ' =1
und es gilt
det(A) = det(QR) = det(Q) det(R) = det(R) = 35 - 65 - (—13) = —29575.
——

=1

¢) Anwendung der Givens-Rotationen auf die rechte Seite b der linearen Glei-
chung ergibt

15 15
b =Gib=|-1] und b® =GpM = 65
70 —26

Durch Riickwértseinsetzen erhélt man die Losung des linearen Gleichungssys-

tems
12 r
r=|—= .
777

d) Beziiglich einer Storung in der rechten Seite b des linearen Gleichungssystems
Ax = b gilt die Fehlerabschitzung

v b—b
|7 — ] H H
12l 161l
mit keo(A4) = |[A7Y| ||All.- Laut Aufgabenstellung ist ”T‘;‘THW = 4 und
laut Hinweis gilt ||A7|| = %. Die Operatornorm der Matrix A ergibt sich
als
3
1Al = max > 4] = 158
j=1
Damit ist
12 — 2l (A)Hé_bHOO 1009 4 159422 o
- 90 Koo —_— . — = —— =~ 1. .
eI — 116]] 4225 100 105625



