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Aufgabe 11 [Verallgemeinerter Satz iiber inverse Funktionen: der nichtkompakte
Fall]

Sei f : # — N eine glatte Abbildung zwischen den randlosen Mannigfaltigkeiten .#
und .4, und f bilde eine glatte (nicht notwendig kompakte) randlose Untermannigfaltig-
keit & C . diffeomorph auf f(2°) ab. AuBerdem gelte fiir alle z € 2, dass

dfz : Tz// — Tf(z)JV

ein Isomorphismus ist.

Zeigen Sie, dass f eine hinreichend kleine relativ offene Umgebung von 2 in .# auf eine
relativ offene Umgebung von (%) diffeomorph abbildet.

Hinweise: Die Aussage der Aufgabe 8 zur Elementaren Differentialtopologie aus dem WS
12-13 diirfen Sie ohne Beweis benutzen, um zu einer lokal endlichen Uberdeckung {W;}
von (%) mit relativ offenen Mengen W, C A lokale Inverse g; : Wi — . von f zu
finden. Dann machen Sie sich klar, dass die Menge

W:={ye UWl 19i(y) = g;(y) fallsy e W, nW;}
1

ein geeigneter Definitionsbereich fiir eine stiickweise definierte globale Inverse g : W —
A ist und eine relativ offene Umgebung von f(%) in A enthdlt. Zur Erinnerung: Eine
lokal finite offene Uberdeckung einer Menge X C Y C RY ist eine abzihlbare Familie
relativ offener Mengen in 'Y, deren Vereinigung X iiberdeckt, derart, dass fiir jedes x € X
eine = e(x) > 0 existiert, so dass der offene Ball B.(x) C RY nur endlich viele dieser
relativ offenen Mengen schneidet.

Aufgabe 12 [Kettenregel fiir Abbildungen zwischen berandeten Mannigfaltigkei-
ten]

Seien .# c RM, ¢ c RY,und ¥ c R%, glatte Mannigfaltigkeiten, wobei ein nicht-
leerer Rand jeweils zugelassen ist. Dann gilt fiir glatte Abbildungen f : .# — 4 und g :
N — £, und jeden Punkt x € ./, dass das Differential d(g o f)y : Toll — Ty($())L
existiert, und dass

d(go f)z = dgg(a) o dfe-

Hinweis: Beachten Sie die Definition 3.3 der Vorlesung und setzen Sie die Funktionen ge-
eignet fort, um dhnlich wie in Proposition 1.9 zu schlief3en.




Aufgabe 13  [Beispiele berandeter Mannigfaltigkeiten]

(i) Zeigen Sie, dass fiir @ > 0 der abgeschlossene Hyperboloid
Hy = {(z,y,2) €R*: 2?2 +¢* — 2% < a}
eine berandete Untermannigfaltigkeit des R? ist.

(ii) Fiir welche a > 0 ist der Schnitt H, NS? eine Mannigfaltigkeit mit Rand? Wie sehen
diese Schnittmannigfaltigkeiten aus?

Aufgabe 14  [Brouwers Fixpunktsatz, Retraktionen und Vektorfelder]

(i) Zeigen Sie mit Hilfe eines Beispiels, dass fiir eine glatte Abbildung f : B” — B"

fiir n > 2 nicht notwendig ein Fixpunkt existieren muss, wobei B" := {x € R" :
|z] < 1}.

(ii) Zeigen Sie mit Hilfe des Brouwerschen Fixpunktsatzes, dass jede Matrix A =
(a;;) € R™™ mit a;; > O fiir alle 4,5 = 1,...,n, mindestens einen nichtnega-
tiven Eigenwert A > 0 und dazu einen Eigenvektor z = (z1,...,z,) € R" mit
x; > 0fiiralles = 1,...,n besitzt.

(iii) Beweisen Sie mit Hilfe des Brouwerschen Fixpunktsatzes, dass es keine stetige Ab-
bildung f : B — S~ gibt, so dass f(z) = « fiir alle x € S*~ 1.

(iv) Zeigen Sie: Jedes stetige Vektorfeld v € C°(B",R"™) mit v(z) = [v(z)|z # 0 fiir
alle x € OB™ besitzt mindestens eine Nullstelle in B™.

(V) Zeigen Sie: Jedes stetige Vektorfeld v € C°(B",R") mit v(z) - 2 > 0 fiir alle
x € JB" besitzt mindestens eine Nullstelle in B”.

(vi) Zeigen Sie die folgende Verallgemeinerung des Brouwerschen Fixpunktsatzes: Je-
de stetige Abbildung f : B — R" mit f(0B") C B" besitzt mindestens einen
Fixpunkt.

(vii) Zeigen Sie: Jedes stetige Vektorfeld v € C°(B",R") mit 0 # v(—2z) = —v(x) fiir
alle z € OB™ besitzt mindestens eine Nullstelle in B™.

Hinweis: In Teil (iii) soll also eine Version des Retraktionssatzes, Satz 3.11 der Vorlesung,
fiir stetige Abbildungen speziell auf .#™ = B" bewiesen werden. Fiir Teil (iv) benutze
man Teil (iii) durch Betrachtung des auf Linge Eins normierten Vektorfeldes, ebenso zum
Beweis von Teil (v), wenn man die auf Linge Eins normierte Version der Funktion

—v(27) fiir |z < 1
fz) = . N o
2 -1 x4 2(Jz| — 1)v o fiir 3 <|z[<1
betrachtet. Fiir Teil (vi) benutze man Teil (v), und Teil (vii) folgt aus (vi). Auch wenn Sie

einzelne Teile nicht bewiesen haben, konnen Sie die zugehorigen Aussagen fiir andere Teile
benutzen.

Aufgabe 15 [Transversaler Schnitt mit Unterriumen - slicing]

Sei.# ¢ RM eine glatte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass “fast jeder” lineare Unterraum
V ¢ RM der Dimension [ die Mannigfaltigkeit .# transversal schneidet.

Hinweis: Zur Prdzisierung des Begriffs “fast jeder” und zum Beweis der Aussage betrachte
man die Menge 3. aller linear unabhdngigen l-Tupel von Vektoren im RM und die Abbil-
dung U : R x & — RM mit U((t,....t;), (v1,...,01)) == Zi:l t;v;.



Aufgabe 16 [Nicht-singuliire Abbildungen liegen lokal dicht]

Sei f : R™ — R" eine glatte Abbildung, wobei n > 1, und K C R" eine kompakte
Teilmenge und £ > 0. Zeigen Sie, dass es eine glatte Abbildung g : R™ — R™ gibt, so dass
dg, # 0 fiir alle z € K und so dass | f(z) — g(x)| < e firalle z € K.

Hinweis: Zeige, dass die Abbildung F : R™ x R™*" — R"™*" definiert durch F(x, A) :=
df, + A eine Submersion ist und wihle dann A € R™™" geeignet, so dass F (-, A) trans-

versal zu {0} ist, d.h. F(-, A) M{0}, wobei man sich iiberlegen sollte, warum n. > 1 vor-
ausgesetzt ist.

Aufgabe 17 [Brennpunkte]

Sei .# ¢ RM eine (M — 1) dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Dann heiit y € RrRM
ein Brennpunkt von ./, falls y ein kritischer Wert der Normalenbiindelabbildung h :
Nor(.#) — RM, gegeben durch h(x,v) := z + v fiir (z,v) € Nor(.#).

(i) Geben Sie die Brennpunkte der Parabel, also des Graphen der Funktion f(t) = t2
im R?, an.

(ii)) Essei M = 2und x € .#. Durch Wahl geeigneter Koordinaten im R? kann man
annehmen, dass = 0 € R? und dass der erste Standardbasisvektor e; = (1,0) €
R? den Tangentialraum Ty.# aufspannt. Zeigen Sie, dass ./ in der Nihe von =
0 mit dem Graphen einer Funktion f € C*°(R') mit f(0) = 0 und f'(0) = 0
iibereinstimmt.

(iii) Die GroBe k4 (x) = f”(0) heiBt Kriimmung von .# bei x. Zeigen Sie: Falls
k.« () # 0, dann hat .# einen Brennpunkt auf dem Normalraum Nor,.# im Ab-
stand 1/k_4(x) von x.

Hinweis: Zeigen Sie fiir Teil (iii), dass der Normalraum Nor¢.# von ./ bei Punkten
& € .M nahe x durch den Vektor (—f'(€),1) € R? aufgespannt wird, um dann die Norma-
lenbiindelabbildung h : Nor(.#) — R? auszurechnen.

Aufgabe 18 [Ausschneiden geschachtelter Untermannigfaltigkeiten]

Seien 2t ¢ A" C £ c R” glatte randlose Untermannigfaltigkeiten der Dimensionen
t <n<lundz € Z. Zeigen Sie: Es existieren eine offene Umgebung W, C R von z
und [ — ¢ unabhéngige Funktionen g1, ..., g;—+ € C*(W, N %), so dass

ffﬁWZ:{CeWzm$:gl(C):"':glft(C):O}’
N NW, :{CGWz mg:gn—t-&-l(o: "':gl—t(C) :O}'

Hinweis: Wenden Sie Prop. 1.23 der Vorlesung des WS12-13 auf & C N und N C £ an
und setzen Sie die implizit darstellenden Funktionen geschickt zusammen. Anschliefsend ist
noch deren Unabhdingigkeit zu zeigen, welche ebenfalls aus Prop. 1.23 im Zusammenspiel
mit Prop. 1.24 gezeigt werden kann.




Aufgabe 19 [Normalenbiindel allgemein]

(i) Seien Zt c 4™ c RY glatte Untermannigfaltigkeiten der Dimensionen ¢t < n <
N, dann ist das Normalenbiindel von % in ¥ die Menge

Nor(Z, /) :={(z,v) : 2 € &, v e T.N&v € (T.Z)"}.
Beweisen Sie, dass Nor(%, /") eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n ist.

(ii) Sei S”~! die (n — 1)-dimensionale Einheitssphire eingebettet in S™ via der ka-
nonischen Einbettung k(z1,...,2,-1) := (21,...,2n-1,0). Zeigen Sie fir z €
Sn—1, dass das orthogonale Komplement von 7,,S"~! in T,,S™ durch den Vektor
(0,...,0,1) € R™ aufgespannt wird. Zeigen Sie dariiberhinaus, dass das Norma-
lenbiindel von S~ in S™ diffeomorph zu der Mannigfaltigkeit S~ x R ist.

(iii) Seien Z* ¢ ™ Cc RY glatte randlose Untermannigfaltigkeiten der Dimensionen
t < n < N.Zeigen Sie, dass es einen Diffeomorphismus von einer relativ offenen
Umgebung von £ x {0} in Nor(%, /") auf eine relativ offene Umgebung von 2
in .4 gibt.

Hinweise: Fiir Teil (i) benutzt man Aufgabe 18 und dann die Methode wie beim Beweis von
Proposition 3.21 der Vorlesung. Fiir Teil (iii) benutzt man die Projektion 7y : Bo(N) —
N (bzw. 7wy : B(AN,en) — A) aus Satz 3.17 und die Normalenbiindelabbildung
h : Nor(Z, /) — RY mit h(z,v) := z + v, fiir die das Urbild W := h™'(B.(A4))
(bzw. h=Y (BN ,e_y) eine relativ offene Umgebung von 2 in Nor(2, ') darstellt. Die
Komposition 7_s o h|y ist dann gleich der Identitit auf %, so dass man mit Aufgabe 11
den gewiinschten Diffeomorphismus erhdilt.

Aufgabe 20 [¢-Umgebung einer Mannigfaltigkeit]
Zeigen Sie, dass zu jeder offenen Umgebung V' einer randlosen glatten Mannigfaltigkeit
A RY eine glatte Funktion €_4 : .4 — (0, 00) existiert, so dass die Menge

B(A ep) = {w € RN : 3y = y(w) € A s [w - y| < .4 ()}
in V enthalten ist. Zeigen Sie fiir den Fall, dass .#" kompakt ist, dass € _4 als konstante
Funktion gewihlt werden kann.
Hinweis: Wiihlen Sie eine lokal finite Uberdeckung {U}} (vgl. Hinweis zu Aufgabe 11) von

AN mit offenen Mengen Uy, so dass €y, > 0 existiert, so dass

B., (Up) := {z e RY : dist(z,Uy) = 16115 |z —u| < e}
u€Uy

in V enthalten ist fiir alle k. Dann wihle eine Zerlegung der Eins beziiglich dieser Uber-
deckung, d.h. Funktionen n;, € C3°(Uy) mit i, > 0 und Y-, ni(y) = 1 fiiralley € N,
Zeigen Sie dann, dass €y =Y, i€y, die gewiinschten Eigenschaften hat.




