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Aufgabe 1  [Flicheninhalt des GauBbildes]

Sei X € C?(Q,RY) eine Immersion eines Gebietes Q C R"™ mit N = n 4 1 mit positiver
GauB-Kronecker Kriimmung K (w) = det((¢g"” (w)hjx(w))) > O fiir alle w € Q. (Hier-
bei bezeichnen g% die Koeffizienten der Inversen der ersten Fundamentalform und hji, die
Koeffizienten der zweiten Fundamentalform von X.) Zeigen Sie, dass dann die Gauf3ab-
bildung, also die Einheitsnormale v :  — S™ C RY ebenfalls eine Immersion ist, und
dass sich der Flicheninhalt <7z (X)) eines sphirischen Flidchenstiicks v(R) C S™ fiir eine
Z™-messbare Teilmenge R C 2 nach der Formel

(V) = /R K (w)| det DX (w)| dw = /R K (w)y/det(giy (1)) duw = /R K(w)dA

berechnet.

Aufgabe 2  [Rotationsfliichen konstanter GauBkriimmung] Sei X die Parametri-
sierung einer Rotationsfliche im R® mit einer um die z-Achse rotierten und nach der
Bogenlidnge parametrisierten Profilkurve t — (p'(¢),0,p*(t)), p'(t) > 0 fiir alle

t € [a,b] C R (vgl. Beispiel aus Kapitel 3 der Vorlesung).

(i) Zeigen Sie unter Ausnutzung der Bogenlidngenparametrisierung die Darstellung
K = —(")"/p"

(ii)) Benutzen Sie Teil (i), um die Rotationsflichen konstanter GauBscher Kriimmung
K = -1,0,+1 mit nach Bogenlinge parametrisierter Profilkurve ¢ —
(p'(t),0,p*()T, pt(t) > 0,t € [a,b], zu bestimmen und zu skizzieren. Dabei
ermittelt man fiir die jeweilige gegebene konstante GauBkriimmung K zunichst die
Komponente p! der Profilkurve und benutzt dann die Bogenlingenparametrisierung,
um auf p? zu kommen. Die dabei auftretenden Integrationen konnen meist nicht ex-
plizit ausgefiihrt werden, bestimmen Sie in jedem Fall den maximalen Definitions-
bereich der Profilkurve.




Aufgabe 3 [Kriimmung von Parallelfléichen]

Sei X € C3(Q,R?) eine Immersion mit Einheitsnormale ~ und mit den Hauptkriimmun-
gen k1 := 1/r1 und Ko 1= 1/79.

(i) Zeigen Sie, dass die Parallelflichen X" := X + rv die Hauptkrimmungen ;(r) :=
1/(r; — r) fiir 0 < r hinreichend klein hat.

(ii) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil (i): Hat X konstante mittlere Kriimmung H = 1/2,
dann hat die Parallelfliche X! konstante GauBkriimmung K = 1 und die Parallel-
fliche X2 eine konstante mittlere Kriimmung H = —1/2.

Aufgabe 4  [Pseudosphiire]

(i) Bestimmen Sie die Gleichung einer ebenen Kurve gegeben durch einen Graph
{(z,2(z)) : > 0} in dem ersten Quadranten der x — z-Ebene mit der folgen-
den Eigenschaft: die Strecke auf der Tangentiallinie an die Kurve zwischen dem
Beriihrpunkt mit der Kurve und der z-Achse hat konstante Linge 1.

(i) Reparametrisieren Sie die in (i) erzeugte Kurve durch die Substitution z = sin ¢ und
rotieren Sie diese Kurve als Profilkurve um die z-Achse nun im R>. An welchen
Punkten ist diese Flache immergiert?

(iii) Berechnen Sie an den Punkten, an denen die Flache immergiert ist, die GauB3sche
Kriimmung.




