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Aufgabe 1  [Laplace-Beltrami Operator] Sei X € C?(Q,R"), Q ¢ R"™ eine Immer-
sion mit erster Fundamentalform (g;;) mit zugehoriger Determinante g := det (g,;), und
essei f € C?(Q). Beweisen Sie:

(i) Fiir den Laplace-Beltrami Operator A9 gilt:
1 -
AYf = — (/59" 9, ),
7 (v9979; )

wobei g/ die Koeffizienten der Inversen von (g;;) bezeichnet.

(ii) Fiir eine Funktion h € C?(R) gelten die Identititen

VI(hof) = W(f)IV'f, (1)
Vidj(ho f) = h'(f)oifo;f +N'(f)Vid;f, )
A(ho f) = h'(flg(VIf,VIf) + R (f)AY], (3)

wobei V; die Levi-Civita Ableitung (vgl. Def. 4.15 (ii) der Vorlesung) bezeichnet.

Hinweis: Fiir Teil (1) ist es hilfreich, zundchst die Identitdit ﬁ@i\/g = FZ j nachzuweisen,
wobei T}, fiir t,i,j € {1,...,n} die Christoffel-Symbole bezeichnen.

Aufgabe 2 [Levi-Civita Ableitungen auf Rotationsfléichen] Sei X die Parametri-
sierung einer Rotationsfliche im R® mit einer um die z-Achse rotierten und nach der
Bogenlinge parametrisierten Profilkurve ¢t — (p'(¢),0,p3(¢))T, p'(t) > 0 fir alle
t € [a,b] C R (vgl. Beispiel aus Kapitel 3 der Vorlesung). Berechnen Sie die Levi-
Civita Ableitungen V,0; X, V05X, V0, X, und bestimmen Sie die Christoffel-Symbole

Ff'j, also die Koeffizienten dieser Ableitungen in der Basis {9; X, 0, X }.




Aufgabe 3  [Konforme Parameter]

Eine zweidimensionale Fliche ¥ = X (Q) C R" fiir ein Gebiet @ C R? heiBt konform
parametrisiert, falls fiir die Koeffizienten g;; der ersten Fundamentalform die Beziehungen
g11 = g2ound g12 =0 auf Q2 gelten.

(i) Bestimmen Sie die Christoffelsymbole Ff] in Abhéngigkeit vom sogenannten kon-
formen Faktor \? := g11 : Q0 — R

(ii) Zeigen Sie fiir eine konform parametrisierte zweidimensionale Fliche ¥ = X (Q)
im R® mit dem konformen Faktor A? die Beziehung

AX =2)2Hy,

wobei H die mittlere Kriimmung und v die GauBabbildung von X und A den
gewohnlichen Laplace Operator bezeichnet. Vergleichen Sie diese Differentialglei-
chung mit der Laplace-Beltrami Gleichung, Satz 4.21 der Vorlesung.

Aufgabe 4 [Extremalbedingungen fiir Funktionen auf Hyperfléichen]

Zeigen Sie: Sei X € C?(Q,R"™), Q C R" eine immergierte Hyperfliche mit Gauf-
abbildung v € C'(Q, R™*!) und zweiter Fundamentalform h. Wenn die Einschriinkung
f:=FoX:Q — Reiner Funktion F' € C?(R"™") in wy € Q ein Maximum annimmt,
dann gibt es einen sogenannten Lagrange-Parameter A € R, so dass

VF(X(wo)) = Av(wp) und 9*F (X (wp))[-, ] + M(wp)[-,-] negativ semi-definit ist.

Zeigen Sie umgekehrt: Falls diese Gleichung gilt und die Bilinearform 92 F (X (wo))[-, -] +
Ah(wo)[, -] negativ definit ist, dann besitzt f in wy € 2 ein lokales Minimum.




