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Aufgabe 1 [Distanzfunktionen] Für eine Menge E ⊂ RN sei dist(x,E) :=
infy∈E |x− y| die Distanzfunktion zu E und die Funktion

distσ(x,E) := dist(x,E)− dist(x,RN \ E)

die signierte Distanzfunktion zu E. Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften:

(i) distσ(x,E) = −dist(x, ∂E) für alle x ∈ E, und andererseits distσ(x,E) =
dist(x, ∂E) für alle x ∈ RN \ E. Zusätzlich gilt für alle x ∈ RN die Identität
distσ(x,E) = −distσ(x,RN \ E).

(ii) Für E ⊂ F gilt distσ(x,E) ≥ distσ(x, F ).

(iii) Die Funktionen x 7→ dist(x,E) und x 7→ distσ(x,E) sind Lipschitzstetig mit Lip-
schitzkonstante 1.

Aufgabe 2 [Verbindungskurven in Lipschitzgebieten] Sei Ω ⊂⊂ Rn zusam-
menhängend mit ∂Ω ∈ C0,1. Dann existiert eine Konstante C = C(Ω) ≥ 1, so dass
für alle Punkte w, w̄ ∈ Ω̄ eine Kurve c ∈ C1([0, 1],Rn) mit c([0, 1]) ⊂ Ω̄ mit c(0) = w
und c(1) = w̄ existiert, so dass deren Länge gegen die euklidische Distanz abgeschätzt ist:

L[0,1](c) =
∫ 1

0

|c′(τ)| dτ ≤ C(Ω)|w − w̄|.
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Aufgabe 3 [Abschneidefunktionen]

(i) Konstruieren Sie eine Abschneidefunktion ϕ ∈ C∞0 (Bδ(w0)) mit den Eigenschaf-
ten, dass ϕ ≡ 1 auf dem offenen Ball Bδ/2(w0) ⊂ Rn, 0 ≤ ϕ ≤ 1 auf Rn und
|∇ϕ| ≤ 4/δ.

(ii) Seien 0 < ε0 < ε1 <∞ gegeben. Konstruieren Sie eine Funktion η ∈ C∞([0,∞))
mit den Eigenschaften η(r) = r für alle r ∈ [0, ε0], η((ε0,∞)) = (ε0, ε1) und
0 < η′ ≤ 1 auf [0,∞).

Hinweis: Benutzen Sie für Teil (i) die Funktion

f(x) :=

{
exp

(
− 1

1−|x|2

)
für |x| < 1,

0 sonst

als Konstruktionselement.

Für Teil (ii) versuche man den Ansatz η(r) :=
∫ r
0

(1−µ(k(t−ε0)))2 dt für eine hinreichend
große Konstante k ∈ R, wobei µ(s) := e−1/s für s > 0 und µ(s) = 0 für alle s ≤ 0.

Aufgabe 4 [Katenoid und Wendelfläche]

Zeigen Sie, dass der Katenoid XK und die Wendelfläche XW gegeben durch

XK(t, s) :=

 cosh t cos s
cosh t sin s

t

 und XW (t, s) :=

 sinh t cos s
sinh t sin s

s

 für (s, t) ∈ R×R

Minimalflächen sind. Sind beides Rotationsflächen?
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