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Aufgabe 1 [Isometrien im RN ]

Eine Abbildung F : RN → RN heißt Isometrie, wenn |F (x) − F (y)| = |x − y| für alle
x, y ∈ RN . Zeigen Sie:

(i) Die Isometrien des RN bilden eine Gruppe mit der Komposition als Gruppenopera-
tion.

(ii) Die Abbildungen x 7→ Ox für orthogonale Matrizen O ∈ O(N), und die Transla-
tionen x 7→ x+ b für b ∈ RN bilden jeweils Untergruppen der Isometriegruppe des
RN .

(iii) Für jede Isometrie F : RN → RN gibt es genau eine orthogonale MatrixO ∈ O(N)
und ein Vektor b ∈ RN , so dass F (x) = Ox+ b für alle x ∈ RN .

Aufgabe 2 [Beispiele ebener Kurven]

(i) Zeigen Sie für die Abbildungen γ(t) := (cos t, sin t), t ∈ R, und α := γ|(0,3π),
dass beide die Einheitskreislinie S1 parametrisieren aber nicht geometrisch äquiva-
lent sind.

(ii) Skizzieren Sie die Bilder der beiden Kurven γ1(t) := (cos t, sin 2t) und γ2(t) :=
(cos 2t, sin t). Ist eine der beiden Abbildungen eine Immersion?

Aufgabe 3 [Tangential- und Normalraum]

Sei X ∈ C1(Ω,RN ) eine Immersion, wobei Ω ⊂ Rn offen ist. Zeigen Sie, dass der
Tangentialraum TwX und der Normalraum NwX für w ∈ Ω geometrische Größen sind,
d.h., dass für einen Parameterwechsel ψ : Ω → Ω̃ und X = Y ◦ ψ gilt: TwX = Tψ(w)Y
und NwX = Nψ(w)Y .

Aufgabe 4 [Einheitssphäre]

Zeigen Sie:

(i) Die Einheitssphäre Sn := {x ∈ Rn+1 : |x| = 1} ist eine Untermannigfaltigkeit des
Rn+1.

(ii) Geben Sie eine Immersion an, die die offene obere Halbsphäre Sno := Sn ∩ {x ∈
Rn+1 : xn+1 > 0} parametrisiert.
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