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Aufgabe 1  [Kriimmung von Kurven]

Zeigen Sie, dass fiir (nicht notwendig nach der Bogenldange parametrisierte) Immersionen
v € C*(I,R?) die Kriimmung  durch

_ det(y' (" (%))
= e

gegeben ist, wihrend fiir immergierte Raumkurven v € C2(I, R*) die Kriimmung durch

[V (t) A" (1))
[y (t)]3

dargestellt ist. Leiten Sie abschlieBend den Ausdruck fiir die Kriimmung eines Graphen
graph f := {(z, f(z)) : x € [a, 0]}

in einem Punkt (z, f(z)) her, wobei f € C?([a, b]).

k(t) :==

Aufgabe 2 [Evoluten] Fiir eine Bogenlingenparametrisierte Kurve I' € C3(I,R?)
auf einem abgeschlossenen Intervall I C R mit nichtverschwindender Kriimmung  und
Einheitsnormalenvektor n heif3t

die Evolute von I".

(i) Zeigen Sie, dass die Tangente der Evolute von I" bei ¢ normal ist zu I" an der Stelle ¢.

(ii) Sei N(t) die Normale an T' durch den Punkt I'(¢), d.h. die Gerade durch T'(¢), deren
Richtungsvektor der Einheitsnormalenvektor n(t) ist. Zeigen Sie, dass fiir [t—7| < 1
der Schnitt A/ (t) N A (7) nicht leer ist, und dass

lim N NN(r)| C E(I).
Hinweis: Parametrisieren Sie die Normalen in Abhdngigkeit von den Fufspunkten auf
T" und von den Einheitsnormalen in diesen Punkten als Richtungsvektoren. Formen
Sie die Bedingung, die ein Schnittpunkt dieser Normalen erfiillt, so um, dass auf der
einen Seite ein Differenzenquotient von I auftaucht und bilden Sie das Skalarprodukt
mit T (t), bevor Sie den Grenziibergang T — t untersuchen.




Aufgabe 3  [Globaler Kriimmungsradius]

Fiir eine Kurve v : I — R” mit einer Lipschitzstetigen Bogenlingenparametrisierung
I :[0,L] — RY definiert die GroBe

pabl(s) = _inf R(I(3),T(0),T(r))
T,0€[0,L]
den globalen Kriimmungsradius von 7 an der Stelle s € [0, L]. Hierbei is R(z,y, z) der
Radius des kleinsten Kreises, der die Punkte z,y, z € RY enthilt:

lz—y]| . . .
e —r fiir x,y, z nicht kollinear,
R(z,y,2) := |z —y|/2 fir z=xoderz=1y
00 fiir z,y, z kollinear mit z # y # 2z # x.

Zeigen Sie

(i) Falls pg(y) > 6 > 0 fiir alle s € [0, L], dann ist v einfach, d.h. T" ist injektiv.
(ii) Falls die Bogenlingenparametrisierung von der Klasse C?([0, L], R®) ist, dann gilt

1 1

lim R(I'(s),I'(0),I(7)) = [T"(s)|  k(s)

T—5,0—8
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Aufgabe 4 [Vergleichssatz fiir die Kriimmung]
Zeigen Sie:

Fiir eine auf einem offenen Intervall I C R nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve
I € C?(I,R*) mit I'(I) € Br(0),und I'(ty) € OBr(0) fiirein to € I gilt |x(to)| > 1/R.
Hierbei ist

Bg(0) := {z € R? : |z| < R}

die offene Kreisscheibe mit Radius R.




