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Aufgabe 1  [Frenetgleichungen fiir Raumkurven]

Sei I' € C3(I, RS) eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Raumkurve mit positiver
Kriimmung (s) > Ofiiralle s € I. Zeigen Sie die Giiltigkeit der Frenetschen Gleichungen

!/

T(s) 0 K(s) 0 T(s)
n(s) = | —x(s) 0 7(s) n(s) |,
b(s) 0 —7(s) 0 b(s)

wobei T' der Einheitstangentenvektor, n der Einheitsnormalenvektor, und b := 7" A n der
Binormalenvektor von T ist, und 7 := n’ - b die Torsion definiert.

Aufgabe 2 [Umlaufzahl]

Zeigen Sie, dass die Umlaufzahl nr einer nach der Bogenlinge parametrisierten geschlos-
senen Kurve I' € C'(R/LZ,R?), L > 0, eine geometrische Grofe ist. D.h. falls zwei
Bogenldngenparametrisierungen I'; und I's die Beziehung I'y = I'5 o ¢ mit einem Diffeo-
morphismus ¢ erfiillen, dann ist np, = +nr,, je nachdem ob ¢/’ > 0 (4 orientierungser-
haltend) oder v’ < 0 (1) orientierungsumkehrend) ist.

Hinweis: Machen Sie sich zundichst klar, welche Form 1) nur haben kann, damit es eine
Bogenlingenparametrisierung in eine andere Bogenlingenparametrisierung iiberfiihren
kann. Dann verschaffen Sie sich mit Hilfe einer (beliebigen) Winkelfunktion @5 € C°(R)
fiir Ty eine Winkelfunktion o, € C°(R) fiir T'y, um die Differenz der zugehorigen Umlauf-
zahlen auszurechnen.




Aufgabe 3  [Parallelkurven]

Sei I' € C*(R/ LZ7]R2) die Bogenldngenparametrisierung einer einfachen geschlosse-
nen ebenen konvexen Kurve, die positiv orientiert ist. Dann heift die Kurve Pr(s) :=
I'(s) — rn(s) die zu T gehorige Parallelkurve im Abstand r > 0, wobei n der Einheitsnor-
malenvektor von I" ist. Zeigen Sie:

(i) Fiir die Lange . gilt: Z(Pr) = Z(T) + 27r.

(i) Fiir den von den Kurven eingeschlossenen Flidcheninhalt o gilt: &7 (Pr) = &7 (T') +
rL + 7r?.

Hinweis: Fiir eine einfache geschlossene, positiv orientierte ebene Kurve t +—
(x(t),y(t)), t € [0, L], ist der eingeschlossene Fliicheninhalt A beispielsweise gege-
ben durch

L

A= 7/ (xy’ —ya') dt.
2 Jo

(iii) Falls T € C3(R/LZ,R?) gilt fiir die Kriimmung  die Beziehung:

rpp(s) = rr(s)/ (1 +rkr(s)).

Aufgabe 4 [Lingenabschiitzung]

(i) Zeigen Sie fiir eine nach der Bogenldnge parametrisierte ebene einfache geschlos-
sene Kurve T' € C?(R/LZ,R?) mit der Kriimmungsschranke 0 < kr < c die

Lingenabschitzung
2
Z(T —.
()=~
(ii) Ersetze in Teil (i) die Voraussetzung “einfach” durch: “nr = M, und beweise dann
die Abschitzung
27 M
21 > T
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