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Aufgabe 1 [Minimalflächen: Katenoid und Helikoid]

(i) Zeigen Sie, dass die Immersionen X, Y ∈ C∞(R2, R3)

X(u, v) := (coshu cos v, coshu sin v, u)T , Y (u, v) := (sinhu cos v, sinhu sin v, v)T ,

isometrisch sind, und dass X eine Rotationsfläche und Y eine Regelfläche parame-
trisiert. Dabei ist eine Regelfläche eine parametrisierte Fläche mit einer Parametrisie-
rung R(s, t) := α(t) + sβ(t), die für |s| hinreichend klein sogar eine Immersion ist,
wobei α ∈ C1(Ī , R3) eine immergierte Kurve ist, I ⊂ R ein offenes Intervall, und
β ∈ C1(Ī , R3 \ {0}), so dass α′(τ) und β(τ) linear unabhängig sind für alle τ ∈ Ī .

(ii) Berechnen Sie für X und Y jeweils die zweite Fundamentalform.

Aufgabe 2 [Winkel- und Flächentreue]

Zwei Immersionen X, X̃ ∈ C1(Ω, RN ) mit Ω ⊂ Rn, n ≤ N , heißen winkeltreu, wenn die
Koeffizienten der ersten Fundamentalformen gij von X und g̃ij von X̃ die Gleichung

g̃ij(w) = λ2(w)gij(w) für alle w ∈ Ω

erfüllen, wobei λ ∈ C1(Ω) mit λ(w) 6= 0 für alle w ∈ Ω. Die Immersionen heißen dagegen
flächentreu, wenn der Flächeninhalt A die Relation

AC(X) = AC(X̃) für alle kompakten Teilmengen C ⊂ Ω

erfüllt.

Zeigen Sie, dass zwei Immersionen, die gleichzeitig flächentreu und winkeltreu sind, iso-
metrisch zueinander sind.
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Aufgabe 3 [Diffeomorphe Flächen]

(i) Sei N := {(x, y, z)T ∈ R3 : x ≥ 0, y = 0}. Zeigen Sie mit Hilfe geeigneter
Parametrisierungen, dass die Teilmenge S2 \ N der Einheitssphäre S2 := {ξ ∈ R3 :
|ξ| = 1} diffeomorph zur Teilmenge E2 \ N des Ellipsoids

E2 := {(x, y, z)T ∈ R3 :
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1}

ist.

(ii) Sei F ∈ Ck(Ω), Ω ⊂ Rn offen, und graphF ⊂ Rn+1 der Graph dieser Funktion
gegeben durch

graphF := {(x1, . . . , xn, F (x1, . . . , xn)) : (x1, . . . , xn) ∈ Ω}.

Zeigen Sie, dass graphF diffeomorph zu Ω ist.

Aufgabe 4 [Differential von Abbildungen zwischen Immersionen]

Zeigen Sie, dass die Definition des Differentials

dfp : TpΣ ≡ TwX → Tf(p)Σ̃ ≡ Tw̃X̃, p = X(w) ∈ Σ, w ∈ Ω, f(p) = X̃(w̃), w̃ ∈ Ω̃,

einer stetig differenzierbaren Abbildung f : Σ → Σ̃ zwischen zwei immergierten Flächen
Σ = X(Ω) und Σ̃ = X̃(Ω̃) mittels

dfp(V ) :=
d

dt
(f ◦ γ)|t=0

für eine stetig differenzierbare Kurve γ : (−ε0, ε0) → Σ mit γ(0) = p und γ′(0) = V
unabhängig von der Wahl der Kurve γ ist.
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