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Aufgabe 1

[Die vom Skalarprodukt induzierte Norm]

Sei .7 ein Prihilbertraum iiber C mit Skalarprodukt (-, ) ;. Zeigen Sie:

(i) Das Skalarprodukt induziert mit ||x|| ;» := 1/ (x,x) eine Norm auf #, d.h. die Ab-
bildung || - || s : 7 — R erfiillt die Eigenschaften

(N1) ||x]ls¢ > 0V x € 5 mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0;
(N2) ||ox|| 52 = |a|||x]|s¢ V x € 2, 0 € C;
(N3) [lx+ylloe < [|x[le + Iylle ¥V x.y € 2.

(ii) Es gilt die Parallelogrammidentitdit

be+3136 + ke = Y150 = 201xl13¢ +21ly[13 fir alle x,y € 2.

(iii) Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

| e, )] < [lxlloe - [1yl] e fiir alle x,y € 2.
Hinweis: Man kann den Beweis der Dreiecksungleichung (N3) in (i) zundichst zuriickstellen

und erst (iii) beweisen, bevor man damit dann (N3) zeigt.

Aufgabe 2

[Starke Konvergenz im Prihilbertraum]

Sei #Z ein Prihilbertraum und x, x,,y,y, € € fiir alle n € N. Zeigen Sie:

(i) Aquivalent sind:
(a) limx, = x.
n—oo
(b) 1211 1% 2 = ||x|| s~ und fiir alle y € 52 gilt: 1311 (X0, V)2 = (%,) -
n—yo0 n—oo

(ii) Fiir Y}ii?oxn = xund r}iigoyn =y gilt: r}ﬂ(xn,yn)jf = (X, y) .




Aufgabe 3

[Folgenraum /7]
Sei 1 < p <oound

oo

= {A=(an)pen,an €R: Z lan|P < oo} fiir p € [1,00),
n=1

2 = {A=(an)nen,an € R:supla,| < eo} fiir p=oo,
neN

der Raum der p-summierbaren Folgen.

(i)* Zeigen Sie, dass (¢7,]| - ||¢») mit der komponentenweise Addition und skalaren Mul-
tiplikation und mit [|A||pp = ||(an)nller = (X, |an|?)"/? fiir p € [1,00) und mit
|A||¢= := sup,cy |@n| ein Banachraum ist.

(ii) Zeigen Sie, dass £> mit dem Skalarprodukt
(A,B)p =Y awb, fiir A= (an)n,B=(by)n €
n=1
ein Hilbertraum iiber R ist.

(iii) Geben Sie ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) fiir /2 an.

Hinweis: Aufgaben mit Sternchen * liefern Zusatzpunkte. Sollten Sie den Teil (i)* nicht
bearbeiten, so miissen Sie die Vollstindigkeit von (% in Teil (ii) separat zeigen.

Aufgabe 4

[Beispiele verschiedener Riiume]

(i) Zeigen Sie, dass die Einheitssphdire S"~! := {x € R" : |x| = 1} mit der Winkelmetrik
d(x,y) := arccos{x, y)gn ein vollstindiger metrischer Raum ist.

(ii) Zeigen Sie, dass fiir eine beschriinkte, zusammenhéngende, offene Menge Q C R"
der Funktionenraum 77 := {f € C'(Q) : f|5o = 0} mit dem Skalarprodukt

(F.8hor = | (VF(0), Vi)
ein Prihilbertraum ist.

(iii)* Zeigen Sie, dass der Raum .7 aus Teil (ii) mit der durch das Skalarprodukt induzier-
ten Norm kein Hilbertraum ist.




