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Aufgabe 5

[Metrische Riume]

(i) Sei CN := {x = (xp)ren : ¢ € C fiir k € N} die Menge aller komplexen Folgen.
Zeigen Sie, dass CN mit der von der Fréchet-Metrik

p(x) = Z 2k ‘xk| fiir x = (xk)keN € cN

induzierten Metrik d(x,y) := p(x —y) ein vollstindiger metrischer Raum ist.
Hinweis: Benutzen Sie die Vollstindigkeit von C fiir den Beweis der Vollstindigkeit
von CN.

(i) Sei (.#,d) ein metrischer Raum und </ die Menge aller nichtleeren, abgeschlos-
senen und beschrinkten Teilmengen von .#. Der Hausdorff-Abstand dist (A, B)
zweier Mengen A, B € 7 ist definiert durch

dist,r(A,B) :=inf{e >0:A C B¢(B) und B C B¢(A)},

wobei Be(C) := {x € A : dist(x,C) := infeecd(x,c) < €} die e-Umgebung einer
Menge C C .# bezeichnet. Zeigen Sie, dass (<7, dist») ein metrischer Raum ist.

Aufgabe 6
[Vollstandigkeit]

Sei Pol(n) := {p : [0,1] — R : p ein Polynom vom Grad hochstens n}. Zeigen Sie, dass
dann
P = U Pol(n)
neN
mit der Supremumsnorm || f]| := sup |f(z)| ein normierter aber nicht vollstindiger Raum
t€[0,1]
ist.




Aufgabe 7
[Separabilit:it]

(1) Sei Q C R" eine offene beschrinkte Menge. Zeigen Sie, dass der Funktionenraum
(), ]- o)) der auf dem Abschluss € von Q stetigen reellwertigen Funktionen

zusammen mit der Supremumsnorm || f|co g := sup |f(x)| separabel ist.
x€Q
(ii) Zeigen Sie, dass die p-summierbaren Folgenrdume (vgl. Aufgabe 3) ¢7 fiir p € [1,0)
separabel sind, nicht aber fiir p = .

Aufgabe 8

[Holderriume]
Fiir eine Menge A C R” und eine Funktion f : A — R™ definiert man zu o € (0,1] die

Holderkonstante
Holy i sup L) /0

x,yEA |x - y| «
xX#y

€ [0,09].

(Fiir ¢ = 1 heiBt die Holderkonstante auch Lipschitzkonstante, und man schreibt dann auch
Holy 4 f =: Lip, f.) Zeigen Sie, dass fiir eine beschréinkte offene Menge Q C R" die zu-
gehorigen Holderrdume

C**(Q) :={f € C°(Q) : Hol, g f < oo}
beziiglich der Holdernorm
1fllcoa@) = Ifllco) +Holy o.f

Banachrdume sind.




