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Aufgabe 33

[Fortsetzung von Funktionalen]

Sei (¥,] - ||») ein normierter linearer Raum und vy € ¥'. Zeigen Sie:
(i) Falls vg # 0, dann existiert eine stetiges lineares Funktional [y € ¥, so dass ||ly||y+ =
Lund lh(vo) = ||vol|» -
(ii) Istl(vg) =0 fiir alle [ € ¥, dann ist vy = 0.

(iii) Durch die Zuordnung T'(I) :=[(vg) fiir [ € ¥” ist eine lineare Abbildung 7 : ¥’ — K
definiert, und es gilt 7 € £ (¥, K) = (¥") =: " mit |T || y» = ||vo]|». (Der Raum
" wird hiufig als der Bidualraum von ¥ bezeichnet.)

Aufgabe 34
[Banach-Steinhaus und Folgerung]

Sei (4, ]| || ) ein Banachraum und (7, || - || ) ein linearer normierter Raum und (7} )gen C
Z (%A, V) eine Folge von linearen und beschrinkten Abbildungen von % nach ¥.

(i) Zeigen Sie: Falls es eine Abbildung T : 28 — ¥ gibt, so dass gim Ty (x) = T (x) fiir
—yo0
alle x € %, dann gilt sup [|Ti|| ¢ (,4) <o und T € Z(%,7) mit der Abschitzung
keN

1Tl 2(.9) < liminf | Tel 2 (z.9).

(i1)* Beweisen Sie ohne Satz 2.5 (Bairescher Kategoriensatz) und ohne Satz 2.6 (Prin-
zip der gleichmé@Bigen Beschrinktheit) die folgende Version des Satzes von Banach-
Steinhaus: Falls sup [|7; (x)||» < oo fiir alle x € %, dann ist sup || T || (2, 7) < °°.

keN keN

Hinweis: Argumentieren Sie indirekt fiir Teil (ii)* indem Sie annehmen, dass die Normen
I Tk|| (2, fiir eine Teilfolge geniigend schnell explodieren, sodass man Punkte vy belie-
big kleiner Norm findet, so dass die Werte || Ty (vi) || /||v|| & ebenfalls in dieser Grifsen-
ordnung explodieren. Starten Sie mit uy := 0 und konstruieren Sie induktiv eine Cauchyfol-
ge durch wy := uy_ + vy, an deren Grenzwert u dann die Werte || Ty, (u) || im Widerspruch
zur Voraussetzung explodieren.




Aufgabe 35
[Schwache Konvergenz]

Zeigen Sie:

(i) Sei (4,]-|l#) ein Banachraum. Es sei B : Z x 2 — R eine symmetrische, positiv-
semidefinite und stetige Bilinearform, dann gilt fiir eine schwach in % konvergente
Folge x; — x die Ungleichung

B(x,x) < liminf B (x,x;).
k—yo0

(Man sagt auch, B ist folgenunterhalbstetig bzgl. der schwachen Konvergenz.)

(ii) Sei Q C R" offen, k € N und p € [1,0]. Dann gilt fiir Sobolevfunktionen f;, f €
WEP(Q): f; — f in WKP(Q) fiir [ — oo genau dann, wenn die schwachen Ableitungen
3% f; schwach gegen 9% f in LP(Q) fiir [ — oo fiir alle Multiindizes o mit |a| < k
konvergieren.

Hinweis: Fiir die Beweisrichtung in Teil (ii), bei der man die schwache Konvergenz der
schwachen Ableitungen in LP(Q) voraussetzt, kann man jeder Funktion g € WP (Q) den
Vektor aller schwachen Ableitungen d%g zuordnen, und man kann zeigen, dass diese Ab-
bildung in den Raum LP(Q,RY) (L=Zahl aller schwachen Ableitungen) linear und stetig
ist und eine stetige Inverse besitzt. Lineare Funktionale auf W*P (Q) konnen mit dieser Ab-
bildung in lineare Funktionale auf diesem Bildraum verwandelt werden und mit dem Satz
von Hahn-Banach auf ganz LP (Q, RE) fortgesetzt werden, um die vorausgesetzte schwache
Konvergenz der schwachen Ableitungen ins Spiel zu bringen.

Aufgabe 36

[Schwacher und punktweiser Grenzwert in L]

Sei Q C R” ein offenes und beschriinktes Gebiet und p € [1,0] und f;, f,g € L?(Q). Be-
weisen Sie: Falls fy — f in LP(Q) und fi(x) — g(x) fiir .£"-fast alle x € Q, dann ist
g(x) = f(x) fiir £"-fast alle x € Q.

Hinweis: Fiihren Sie die punktweise Konvergenz fast iiberall mit Hilfe des Satzes von Ego-
roff auf eine gleichmdflige Konvergenz auf einer grofien Teilmenge von Q zuriick.




