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Aufgabe 21

[Heisenberg Unschérferelation]

Beweisen Sie: Fiir einen normierten linearen Raum 7 = {0} und zwei lineare Abbildungen
P,Q: 7 — ¥ mit der Eigenschaft PQ — QP = 1d gilt: Die Abbildungen P und Q kénnen
nicht beide stetig sein.

Hinweis: Berechnen Sie PQ" — Q" P und schdtzen Sie Operatornormen ab.

Aufgabe 22
[Storungen der Identitéit]

Zeigen Sie:

(i) Fiir einen Banachraum ¥ und eine Abbildung T € .Z(¥") mit

tim sup |7 /', < 1 (1)
m—soo

gilt: Die Storung der Identitit 1dy — T besitzt eine Inverse (Idy —T)~! € L (V)
mit der Darstellung

(Idy —T)" ' = iT". )
k=0

(i) Fir zwei Banachrdume ¥ # {0}, % # {0} und 7,5 € Z(¥,#") gilt: Ist T invertier-
bar mit einer stetigen Inversen 7' und ist ||T — S| (4 ) < [|T ! \|;(%W), dann
besitzt auch S eine stetige Inverse.

(iii)* Konstruieren Sie ein Beispiel, welches zeigt, dass man in Teil (i) auf die Vollstindig-
keit von ¥ im Allgemeinen nicht verzichten kann.

Hinweis: Benutzen Sie (1), um fiir Teil (i) zu zeigen, dass die Partialsummen der rechten
Seite von (2) eine Cauchy-Folge in £ (V) bilden. Uberpriifen Sie abschliefiend fiir den
Grenzwert die Eigenschaften der (beidseitig) inversen Abbildung. Teil (ii) ldsst sich auf
Teil (i) zuriickfiihren.




Aufgabe 23

[Sobolevfunktionen I]

(1) Sein € N. Zeigen Sie, dass die Funktion
u:R" =R, u(x):=|x|
in Wh>(B1(0)) liegt.
(ii) Zeigen Sie, dass die Funktion

loglog & fii 0
u:B1(0) CR* 5 R, u(x):{ogogx iir x 7

0 fir x=0
fiir 0 < R < 1in W'2(Bg(0)) liegt.
(iii) Ist die Heavyside-Funktion

1 firx>0

u:R—=>R, ulx):= {O fir 1< 0

eine Sobolevfunktion? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 24

[Sobolevriume sind Banachriaume]

Sei Q C R” offen. Zeigen Sie, dass fiir k € Z, k > 0, p € [1,0°] die Sobolevriume wkr(Q)
Banachrdume beziiglich der Norm

1/p
lullyir gy = ( Y ||a“u||ip(g)>
|or| <k

sind.

Hinweis: Benutzen Sie die Minkowski-Ungleichung

1 +&llzr@) < Ifller@) +llgller@)  fiiralle f.g e LP(Q)

ohne Beweis.




