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Aufgabe 29
[Fundamentallemmata]

Sei Q C R” eine offene Menge und g € L'(Q). Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden
drei Aussagen.

(i) [g(x)n(x)dx =0 fiiralle n € C5(L).
Q
(i) [ g(x)dx = 0 fiir alle messbaren beschriinkten Mengen E mit E C Q.
E
(iil) g(x) =0 fiir £"-fast alle x € Q.

Hinweis: Falten Sie die charakteristischen Funktionen

_J1 fir xeE
XE(X)'{O fiir x&E

mit geeigneten Abschneidefunktionen, d.h. mit geeigneten Funktionen mit kompaktem
Triger; vgl. Aufgabe 26.

Aufgabe 30

[Faltungsoperatoren]
Essein € Cy(B(0)) mitn >0und [ n(x)dx= 1. Die Faltung f* := n¢* f einer Funktion
Rn

f € LY(R") mit ne(x) := £7"n(x/¢) ist definiert durch (vgl. Aufgabe 26)

£ = [ Melx—y)f()dy fir xe R
Zeigen Sie fiir € = g :=1/k:

(i) Txf := f® definiert einen linearen Operator T; € Z(LP(R")) fiir p € [1,00] mit
1 Tkl| 2 (rmry) < 1.

(ii) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 26, dass fiir p € [1,o0) und f € L?(R")

(T, —1d)f — 0 in LP(R") fiir k — oo.

(iii)* Zeigen Sie an einem Beispiel, dass anstelle von Teil (ii) nicht behauptet werden kann,
dass T, — Id in dem Raum .Z(LP(R")) fiir k — co.




Aufgabe 31

[Satz von Toeplitz in Hilbertrdumen]

Zeigen Sie Satz 1.31 der Vorlesung: Sei J# ein Hilbertaum und 7 € £ (5#). Dann sind
die folgenden Aussagen (i) und (ii) dquivalent:

(i) Die Inverse T~! existiert als Abbildung auf .;# und T~! € Z(#).

(ii) Es gibt eine Konstante d > 0, sodass ||Tx||;» > d||x|| ;¢ fir alle x € ., und
ker(T*) = {0}, wobei T* die Adjungierte zu T bezeichnet.

Aufgabe 32

[Charakterisierung von L”- und Sobolevriumen]

Sei Q C R" offen und p € [1,0]. Zeigen Sie fiir Funktionen f: Q — R:

(i) f € LP(Q) genau dann, wenn f € L} (Q) und wenn es eine Konstante C > 0 gibt,
sodass

[ rmea] <clnla  furae n ey, 1)

(Hierbei ist g € [1,00] mit p*l 4 q’l

Ll

loc

=1 der zu p konjugierte Exponent und f €
enau dann, wenn [ € ur alle Kompakta K C Q2.
Q)g d L' (K) fiir alle Kompakta K C Q.)

(ii) Fiir k € Nund p € (1,09] ist f € WP(Q) genau dann, wenn f € L! () und wenn

loc
es eine Konstante C > 0 gibt, sodass fiir alle Multiindizes o mit |o¢| < k gilt

[ #@on)ax
Q

<Clnlpq firale neCF(Q). )

Hinweis: Fiir die Beweisrichtung, bei der man (1) fiir Teil (i) bzw. (2) fiir Teil (ii) voraus-
setzt, kann man folgendermafien vorgehen: Man fasse die jeweilige linke Seite als stetiges
lineares Funktional auf dem Raum Cy (Q) beziiglich der L1-Norm auf. Dann benutze man
ohne Beweis, dass Cy(Q) dicht in L1(Q) liegt, und setze mit Hilfe von Aufgabe 18 die-
ses Funktional auf ganz L1(Q) fort. Benutze anschliefiend ohne Beweis die Tatsache, dass
L1(Q) ~ LP(Q) (vgl. Beispiel aus Kapitel 1 der Vorlesung und Bemerkung nach Satz
1.21 von F. Riesz), und nutze schliefilich das Fundamentallemma aus Aufgabe 29.




