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Aufgabe 1

[Bogenliingenparametrisierung]
Fiir —oo < a < b < oo und eine Kurve y € C([a,b],R") definiert man die Linge .Z(y) durch

L(Y)=Lan(v) = sup{Z V() = y(tic1)| ra=to <ty <+ <ty = b} (1)
i=1

und nennt die Kurve y rektifizierbar, wenn £ (y) < eo.

(i) Beweisen Sie fiir eine injektive rektifizierbare Kurve y € C%([a,b],R") die Existenz
einer Bogenldngenparametrisierung I : [0, Z(y)] — R", so dass £ 4(I') = s fiir
alle s € [0,-%Z(y)] und mit

IT(s) —T'(0)| <|s— o] fiiralle 5,0 € [0,.Z2(7)].
(ii) Zeigen Sie, dass fiir y € C!([a,b],R") gilt:
b
20)= [ W)l
a
(iii) Zeigen Sie fiir (eine nicht notwendig injektive) Kurve y € C'([a, b],R") mit |y (¢)| >
0 fiir alle ¢ € [a, b] die Existenz einer Bogenldngenparametrisierung.

@iv)* Beweisen Sie Teil (i) ohne die Voraussetzung der Injektivitit.

Hinweis: Aufgaben mit Sternchen * liefern Zusatzpunkte.

Aufgabe 2
[Knoten]

Sei L > 0. Zeigen Sie: Jede geschlossene Kurve y € CO(R/(LZ),R"), n > 2, mit Yo.)
injektiv, definiert einen Knoten in S” via f : S! — §" definiert durch

f(e"") = 7::107<21;r9)7

6 € R, wobei 7, : " C R**! — R"U {0} mit 7;(N) := oo die stereographische Projektion
bezeichne. N ist hier der Nordpol

N:=(0,...,0,1) e R""!,




Aufgabe 3
[Ambiente Isotopie]

(i) Zeigen Sie, dass die Relation “ambient isotop” auf der Menge der Knoten f : Sk —
S", n > k, eine Aquivalenzrelation ist.

(ii) Zeigen Sie, dass die AuBenrzume S\ fo(S¥) und §"\ f; (S¥) zweier ambient isotoper
Knoten fy, fi : S — S" homoomorph sind.

(iii) Eine ambiente Isotopie H : ¥ x [0,1] — Y X [0, 1] zwischen zwei Einbettungen
fo,f1 : X — Y definiert auch eine (niveauerhaltende) Isotopie.

Hinweis: Zum Nachweis der Symmetrie in Teil (i) und fiir Teil (ii) diirfen Sie ohne Beweis
das folgende topologische Resultat (vgl. [Hatcher: Algebraic Topology, Cor. 2B.4]) benut-
zen: Sei " eine kompakte topologische Mannigfaltigkeit und N™" eine zusammenhdngen-
de topologische Mannigfaltigkeit, dann ist jede Einbettung [ : M — N surjektiv. (In der
vorliegenden Situation ist #4" = N" =§".)

Aufgabe 4
[Stetige Blitterungen]

(i) Jede injektive, regulire Kurve y € CH'(R/(LZ),R3) mit |Y| > 0 besitzt eine offene,

tubulare Umgebung B¢ (y), € = €(y) > 0, sodass B(7) stetig geblittert ist durch
Kreisscheiben

Gy =B (YO NV (9], s € R/(LE).

(ii) Fiir eine Kurve y € C%'(R/(LZ),R?) mit || = 1 fast iiberall und 7] jo,L) injektiv
gelte

A= inf | R(v(s),7(), 7()) >0,

wobei R(x,y,z) den Umkreisradius um x,y,z € R? bezeichne mit den Definitionen

[x—y

R(x,y,2) = 7, y:zoderx:‘z .
oo, X # y # z # x sind kollinear.

Dann ist die stetige Blitterung fiir die Umgebung B () aus (i) moglich fiir alle
€ € (0,A[1)).

(iii) Sei K* C R? eine kompakte Menge, die stetig geblittert wird durch kompakte, kon-
vexe Querschnitte Cy C Hy, s € R/(LZ), L > 0, wobei durch H; affine Hyperebenen
im R? gegeben sind. Dann gilt

U o¢ cok.
seR/(LZ)

Hier bezeichnet dC; den Rand von Cy in der Ebene H,.

Anmerkung: Aus (iii) und Proposition 1.19 A folgt dann

J oc,=0k".
seR/(LZ)




Aufgabe 5
[Isotopie durch C'-Niihe]

Zeigen Sie, dass es zu jeder Kurve y € C'(R/(LZ),R?) mit |Y| > 0 ein € = (y) > 0 gibt,
sodass fiir jede weitere Kurve 1 € C'(R/(LZ),R?) mit

1Y ="llov /2 r3) < €

folgt: v ~ 1. Hierbei ist

IMlcr @z rs) = sup [¥(s)|+ sup [Y(s)].
s€R/(LZ) seR/(LZ)

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass 'y und 1N auf dieselbe Liinge skaliert und nach Bo-
genliinge parametrisiert werden konnen, wiihrend deren C'-Abstand weiterhin klein bleibt.
Nun kéonnen Sie mit Resultaten aus der Vorlesung begriinden, dass beide Kurven ambient
isotop zu eingeschriebenen Polygonen sind, die wiederum kombinatorisch dquivalent sind.

Aufgabe 6

[Zahme Knotenklassen]

Sei .# eine zahme Knotenklasse. Dann gibt es eine Kurve y € C*(R/(LZ),R?) beliebig
vorgegebener Linge, sodass [y] = 7.

Hinweis: Sie kinnen die Ecken eines (regulir parametrisierten) Polygons in & so ab-
runden, dass Sie einen C'-'-Vertreter in derselben Klasse erhalten. Einen glatten Vertreter
kann man mit einer anschliefienden Faltung und Aufgabe 5 erhalten, welchen man dann
auf die gewiinschte Linge skaliert.




