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Aufgabe 1 [Mengen]
Sei X eine Menge und P (X) ihre Potenzmenge, d.h. die Menge aller Teilmengen von X .
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(i) Falls für {Ei}i∈N ⊂ P (X) die Beziehung Ei ⊂ Ei+1 für alle i ∈ N oder die
Beziehung Ei ⊃ Ei+1 für alle i ∈ N gilt, dann ist

lim inf
j→∞

Ej = lim sup
j→∞

Ej(= lim
j→∞

Ej).

(ii) Falls für {Ei}i∈N ⊂ P (X) die Beziehung Ei ⊂ Ei+1 für alle i ∈ N gilt, dann hat
man

El = E1 ∪
l⋃

k=2

(Ek \ Ek−1) für alle l ∈ N.

(iii) Falls für {Ai}i∈N, {Ui}i∈N ⊂ P (X) die Beziehung Ak ⊂ Uk für alle k ∈ N gilt,
dann hat man[ ∞⋃

k=1

Uk \
∞⋃

l=1

Al

]
⊂

∞⋃
k=1

(Uk\Ak) und

 k⋂
j=1

Uj \
k⋂

j=1

Aj

 ⊂
k⋃

j=1

(Uj\Aj) ∀ k ∈ N.

(iv) Falls X ein metrischer Raum mit Metrik d ist, dann gilt für alle abgeschlossenen
Mengen C ⊂ X

C = {x ∈ X : d(x,C) = 0} =
∞⋂

j=1

{x ∈ X : d(x,C) <
1
j
}.

Aufgabe 2 [σ-Algebren]
Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(i) Sei X eine Menge mit Potenzmenge P (X) und S ⊂ P (X) eine σ-Algebra auf X .
Dann gilt für alle Ej ⊂ S , dass auch lim infj→∞Ej ∈ S und lim supj→∞Ej ∈
S .

(ii) Sei X ein topologischer Raum und B ⊂ P (X) die Borel-σ-Algebra auf X . Dann
enthält B alle abzählbaren Vereinigungen abgeschlossener Mengen (sogenannteFσ-
Mengen) und alle abzählbaren Schnitte offener Mengen (sogenannte Gδ-Mengen).

(iii) Mit den Voraussetzungen aus Teil (ii) gilt: B ist die kleinste σ-Algebra auf X , die
alle abgeschlossenen Mengen enthält.
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Aufgabe 3 [Approximation regulärer Maße]

µ sei ein äußeres Borel-reguläres Maß auf einem metrischen Raum (X, d), wobei X =⋃∞
j=1 Vj mit offenen Teilmengen Vj ⊂ X und µ(Vj) < ∞ für alle j ∈ N. Weiterhin gelte

für alle A ⊂ X

µ(A) = inf{µ(U) : A ⊂ U, wobei U ⊂ X offen}.

Zeigen Sie, dass für alle µ-messbaren Teilmengen von X gilt

µ(A) = sup{µ(C) : C ⊂ A, wobei C ⊂ X abgeschlossen}.

Aufgabe 4 [Stetigkeit von Maßen]

Sei (X, S , µ) ein Maßraum. Zeigen Sie, dass für

F1 ⊃ F2 ⊃ · · · , Fj ∈ S für alle j ∈ N und µ(F1) < ∞,

gilt:
µ(lim inf

j→∞
Fj) = lim inf

j→∞
µ(Fj).

Hinweis: Mit
∞⋂

k=1

Fk = F1 \
∞⋃

k=1

(F1 \ Fk)

erhalten Sie eine Darstellung des lim infj→∞ Fj mit Hilfe der aufsteigenden Mengen
Ek := F1 \Fk, um dann den in der Vorlesung bewiesenen Teil (i) des Satzes 1.4 anwenden
zu können.
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