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Aufgabe 1 [H s auf Rn]

Beweisen Sie:

(i) H s(λA) = λsH s(A) für alle λ > 0 und alle A ⊂ Rn, wobei

λA := {x ∈ Rn : es gibt a ∈ A mit x = λa}.

(ii) H s(i(A)) = H s(A) für alle Isometrien (Drehungen, Spiegelungen und Translatio-
nen) i : Rn

→ Rn, A ⊂ Rn.

Aufgabe 2 [Lebesgue Maß L n auf Rn]

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Das n-dimensionale Lebesgue L n : P(Rn)→ [0,∞] ist ein äußeres Maß auf Rn.

(ii) Für einen Koordinatenblock C =
�n

i=1[ai, bi), ai < bi für i = 1, . . . , n, gilt L n(C) =
Vol(C).

(iii) L n ist ein metrisches (äußeres) Maß auf Rn.
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Aufgabe 3 [Existenz der Bogenlängenparametrisierung]

Sei γ : [a, b] → Rn, a < b, eine rektifizierbare (nicht notwendig doppelpunktfreie)
Kurve mit Länge L (γ) > 0. Zeigen Sie, dass es eine Bogenlängenparametrisierung
Γ : [0,L (γ)]→ Rn gibt, die Γ([0,L (γ)]) = γ([a, b]), sowie

L[0,s](Γ) = s für alle s ∈ [0,L (γ)],

und
|Γ(s) − Γ(σ)| ≤ |s − σ| für alle s, σ ∈ [0,L (γ)]

erfüllt.

Hinweis: Vergleichen Sie mit Lemma 2.13 der Vorlesung und schneiden Sie geeignet Kon-
stanzintervalle von γ heraus.

Aufgabe 4 [H 1 entlang von bogenlängenparametrisierten Jordankurven]

Sei Γ : [0, L]→ Rn, 0 < L < ∞, eine nach der Bogenlänge parametrisierte Jordankurve.

(i) Zeigen Sie, dass die Funktion H 1(Γ(·)) : P([0, L])→ [0,∞) ein äußeres Borel-Maß
ist.

(ii) Ist H 1(Γ(·)) : P([0, L])→ [0,∞) Borel-regulär?

Hinweis: Beachten Sie meine Hinweise zu Korollar 2.15 der Vorlesung. Insbesondere stellt
sich für (ii) die Frage, ob L 1-messbare Mengen E ⊂ [0, L] ebenfalls H 1(Γ(·))-messbar
sind.
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