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Aufgabe 1
[Lineare Abbildungen & Orthogonale Projektionen]

Seien V und W endlichdimensionale Vektorräume mit Skalarprodukten 〈·, ·〉V bzw. 〈·, ·〉W ,
dimV = k und Hom(V,W ) sei die Menge aller linearer Abbildungen f : V →W . Die zu
f ∈ Hom(V,W ) adjungierte Abbildung f ∗ ∈ Hom(W,V ) ist definiert durch die Beziehung
〈 f (v),w〉W = 〈v, f ∗(w)〉V für alle v ∈V,w ∈W .

(i) Zeigen Sie, dass durch f •g := trace( f ∗ ◦g) für f ,g ∈Hom(V,W ) ein Skalarprodukt
auf Hom(V,W ) definiert ist, und dass die dadurch induzierte Norm | f | :=

√
f • f die

folgende Abschätzung erfüllt.

‖ f‖ ≤ | f | ≤
√

k‖ f‖,

wobei ‖ f‖ := sup‖v‖V≤1 ‖ f (v)‖W die Operatornorm von f bezeichnet.

(ii) Die orthogonale Projektion ΠF : Rn → Rn auf einen m-dimensionalen Unterraum
F ∈ G (n,m) für 1 ≤ m ≤ n ist charakterisiert durch die Identitäten ΠF ◦ΠF = ΠF ,
(ΠF)

∗ = ΠF , und ΠF(Rn) = F . Zeigen Sie:

|ΠE −ΠF |2 = 2ΠE •ΠF⊥ = 2ΠE⊥ •ΠF = |ΠE⊥ −ΠF⊥ |
2 für E,F ∈ G (n,m).

(iii) Zeigen Sie, dass ΠE •ΠF = |ΠE ◦ΠF |2 für E ∈ G (n,k) und F ∈ G (n,m).

(iv) Zeigen Sie für E,F ∈ G (n,m):

<)(E,F)= ‖ΠE⊥ ◦ΠF‖= ‖ΠE ◦ΠF⊥‖= ‖ΠF⊥ ◦ΠE‖= ‖ΠF ◦ΠE⊥‖= ‖ΠE⊥−ΠF⊥‖.

(v) Zeigen Sie für E,F ∈ G (n,m) und f ∈ Hom(E,E⊥) die Ungleichung

2|ΠF • ( f ◦ΠE)|2 ≤ |ΠE −ΠF |2| f |2.

(vi) Zeigen Sie für E ∈ G (n,m), f1, f2 ∈Hom(E,E⊥) und Fi := (Id+ fi)(E), i = 1,2, die
Ungleichungen

‖ΠF1 −ΠF2‖ ≤ ‖ f1− f2‖,
(1−‖ΠF1 −ΠE‖2)‖ f1− f2‖2 ≤ (1+‖ f2‖2)‖ΠF1 −ΠF2‖

2.
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Aufgabe 2
[Orthonormalbasen und Winkel]

Sei 1≤ m≤ n und 〈·, ·〉 bezeiche das Standardskalarprodukt im Rn. Zeigen Sie die folgen-
den Aussagen.

(i) Für Orthonormalbasen {e1, . . . ,em} von E ∈ G (n,m) und { f1, . . . , fm} von F ∈
G (n,m) mit

|ei− fi| ≤ χ für alle i = 1, . . . ,m,

gilt <)(E,F)≤ 2mχ.

(ii) Für ρ > 0, ε ∈ (0,1), und δ ∈ (0,1) sei {v1, . . . ,vm} eine (ρ,ε,δ )-Basis von V ∈
G (n,m), d.h.

(1− ε)ρ ≤ |vi| ≤ (1+ ε)ρ für i = 1, . . . ,m,

|〈vi,v j〉| ≤ δρ
2 für i 6= j.

Dann existiert eine Konstante C2 = C2(m) und eine (ρ,0,0)-Basis { f1, . . . , fm} von
V , so dass

|vi− fi| ≤ (ε +C2δ )ρ für alle i = 1, . . . ,m.

Hinweis: Benutzen Sie für Teil (ii) die Beweisskizze aus der Vorlesung.
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