Rheinisch-Westfilische Technische Hochschule Aachen
Institut fiir Mathematik

Prof. Dr. Heiko von der Mosel

Bastian Kifer

Ubungen zur Vorlesung
Mobius-invariante Energien
Serie 1 vom 3.11.2020
Abgabedatum: 24.11.2020

Aufgabe 1
[Lineare Abbildungen & Orthogonale Projektionen]

Seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume mit Skalarprodukten (-,-)y bzw. {-,-)w,
dimV = k und Hom(V,W) sei die Menge aller linearer Abbildungen f : V — W. Die zu
f € Hom(V,W) adjungierte Abbildung f* € Hom(W,V) ist definiert durch die Beziehung
(f),wyw = (v, f*(w))y firallev e V,w e W.

(i) Zeigen Sie, dass durch f e g :=trace(f* og) fiir f,g € Hom(V,W) ein Skalarprodukt
auf Hom(V, W) definiert ist, und dass die dadurch induzierte Norm |f] := /f e f die
folgende Abschitzung erfiillt.

A< 1f1 < VEIA,

wobei || f[| := supy,j, < [|f(v)|lw die Operatornorm von f bezeichnet.

(i) Die orthogonale Projektion ITr : R* — R" auf einen m-dimensionalen Unterraum
F € 9(n,m) fir 1 < m < n ist charakterisiert durch die Identitdten ITr o ITp = I1p,
(IlIp)* =T11f, und I1p (R") = F. Zeigen Sie:

Mg —p|* =20z o I1,, =200, o[f = [Tl — 11> fiir E,F € 4(n,m).
(iii) Zeigen Sie, dass I1z ¢ ITr = |[Tg o I1¢|? fiir E € ¢(n,k) und F € 4 (n,m).
(iv) Zeigen Sie fiir E,F € 4 (n,m):
(E,F) = Mg oIl || = [Hg oIlp || = [[Tlps o Mg || = [[Tp oTlg. || = Mg — e |-
(v) Zeigen Sie fiir E,F € 4(n,m) und f € Hom(E,E") die Ungleichung
2T o (f oTlg)* < Mg — T | £,

(vi) Zeigen Sie fiir E € 4(n,m), f1, f» € Hom(E,E*) und F; := (Id+ £;)(E), i = 1,2, die
Ungleichungen
||HF1 _Hlel < ||f1 _f2||7
(1= g =Tel?) L fi = 7 < (L+ 1AM — k2.




Aufgabe 2
[Orthonormalbasen und Winkel]

Sei 1 <m <nund (-,-) bezeiche das Standardskalarprodukt im R". Zeigen Sie die folgen-
den Aussagen.

(i) Fir Orthonormalbasen {ej,...,e,} von E € 4(n,m) und {fi,...,fn} von F €
9 (n,m) mit
le;—fil <x firalle i=1,...,m,

gilt Q(E,F) < 2my.

(ii) Firp >0, €€ (0,1), und 6 € (0,1) sei {vy,...,vn} eine (p,€,5)-Basis von V €
4 (n,m), d.h.

(1—e)p <|v|<(14e)p firi=1,...,m,
[(vi,vj)| < 8p*  fiir i # j.

Dann existiert eine Konstante C; = C;(m) und eine (p,0,0)-Basis {fi,..., f} von
V, so dass
vi— fil <(e+C8)p firalle i=1,...,m.

Hinweis: Benutzen Sie fiir Teil (ii) die Beweisskizze aus der Vorlesung.




