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Aufgabe 1

[Fehlerschranke fiir Fixpunktiteration]

Sei (.# ,d) ein vollstidndiger metrischer Raum mit Metrik d : . # x .# — Rund f: 4 —
 eine Kontraktionsabbildung mit Kontraktionskonstante K € (0, 1). Zeigen Sie: Fiir € >
0,x € .# und N € N mit

- loge +1log(1 — K) —logd(x, f(x))

N
logK

gilt d(fN(x), p) < €, wobei p € .4 der eindeutige Fixpunkt von f ist.

Interpretieren Sie anschlieBend diese Abschitzung in Termen von Rechengenauigkeit:
Wenn man N(m) Iterationschritte bendtigt, um den Fixpunkt mit m Nachkommastellen
genau zu berechnen, wieviele Iterationen braucht man, um eine doppelt hohe Prizision mit
2m Nachkommastellen zu erreichen?

Aufgabe 2

[GleichméiBige Konvergenz im Banachraum]

Seien %,%, Banachriume iiber dem Korper K(= C oder R). Beweisen Sie: Wenn
eine Funktionenfolge f, : ) — %, lokal gleichmiBig, d.h. in der Supremumsnorm
| [lco(Bg(0),48,) auf jeder offenen Kugel Bg(0) C % gegen eine Funktion f: % — %,
konvergiert, und falls jede Funktion f, in b € % stetig ist, dann ist auch f in b stetig.




Aufgabe 3
[Unendlichdimensionales lineare Gleichungssystem]

Sei (ajx)7—, eine Doppelfolge in K mit Yihe lai|* < 1. Zeigen Sie:

(i) Das unendliche lineare Gleichungssystem
xj—Zajkxk:yj fﬁI‘jZl,z,... (LGSoo)
k=1

hat fiir alle y = (y;); € ¢ genau eine Losung x = (x;); € 2.

(i) Die endlichen linearen Gleichungssysteme

n
xj—Zajkxk:yj fir j=1,...,n (LGS,)

k=1
besitzen eindeutige Losungen x(") = (xg”),...,x,@) € K". Beweisen Sie, dass fiir
ni= (xgn), 0,0, .) die Konvergenz z,, — x in £ fiir n — oo gilt, wobei x € ¢*

die in (i) gefundene Losung ist.

Aufgabe 4
[Globaler Satz von Picard-Lindelof]

Zeigen Sie, dass fiir [a,b] C R, a < b, to € [a,b], yo € RN und ® € C°([a,b] x RN, RY) mit
der Lipschitzbedingung

|®(t,y1) — D(t,y2)| < L|y1 —y2| fiiralle y;,y; € RN, 1 e [a,b],

das Anfangswertproblem

{y/(,) =®(1,y(t)) t€la,b (AWP)

¥(to) = yo

genau eine Losung 1y, € C'([a,b],R) hat, und dass die Zuordnung T : RV —
C?([a,b],RN) gegeben durch yo — T (yo) := 1y, € C°([a,b],RY) stetig ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Volterra-Hammerstein-Integralgleichung
g
y(t)=yo+ [ @(s,y(s))ds, 1€ la,b],
I

und benutzen Sie eine geeignet modifizierte Norm auf C°([a,b],RY), um die Kontraktions-
eigenschaft zu erzwingen.




