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Aufgabe 13

[Kompakte Abbildungen]
Seien (¥, || lv), (#,] - |lw) und (Z,|| - || ) normierte lineare Rdume.

Zeigen Sie:

(i) Eine Abbildung f: M C ¥ — # ist genau dann kompakt, wenn sie stetig ist und
wenn fiir alle beschrénkten Folgen (vi)r C M eine Teilfolge (vk,); C (vk)x existiert,
so dass die Bildfolge f(vy,) fiir i — oo in % konvergiert.

(ii) Ist f: M C ¥ — # kompaktund g: f(M) — Z stetig, soist go f : M — % kompakt.
Ist andererseits f : M C ¥ — # beschrénkt und stetig und g : f(M) — £ kompakt,
dann ist auch go f: M C ¥ — 2 kompakt.

Aufgabe 14
[Krasnoselskiis Fixpunktsatz]
Zeigen Sie:

Sei C C & eine nichtleere, abgeschlossene, beschrinkte und konvexe Teilmenge des Ba-
nachraums Z und f, g : C — 2 seien Abbildungen, so dass

(i) f(v)+g(w) € C fiir alle v,w € C,
(ii) f ist eine Kontraktionsabbildung, und

(iii) g ist kompakt.

Dann hat die Abbildung f + g einen Fixpunkt in C.




Aufgabe 15
[Semilineare PDE]

Zeigen Sie fiir Q C R” beschrénkt mit glattem Rand dQ die Existenz einer schwachen
Losung u € WO1 2(Q) des semilinearen Randwertproblems

—Av=f(v) inQ
v=0 auf 0Q,

wobei fiir f € C°(R) Konstanten C > 0 und « € [0, 1) existieren, so dass

|f(s)| <C(1+]s]%) fiiralle s € R.

Aufgabe 16

[Fixpunkte von Richtungskontraktionen]

Zeigen Sie:

@»*

(i)

Jede Richtungskontraktion in einem vollstindigen metrischen Raum hat mindestens
einen Fixpunkt.

Betrachte auf R? die Metrik d(x,y) := |x; — yi| + |x2 — y2| fiir x = (x1,%),y =
(v1,y2) € R? und bestimme die offenen Segmente (x,y) zweier Punkte x,y € R? (vgl.
Definition 1.26 der Vorlesung). Beweisen Sie anschlieBend, dass die Abbildung

<3 1 . 1 )

2x1 3x2,x1 3x2

zwar keine Kontraktionsabbildung aber doch eine Richtungskontraktion ist. Warum
zeigt dieses Beispiel, dass der Fixpunktsatz in Teil (i)* keinen eindeutigen Fixpunkt
liefert?




