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Aufgabe 21

[Demi- und Hemistetigkeit]

Zeigen Sie:

(i) Sei % ein Banachraum mit Dualraum %’ und f : 2 — %’ monoton, hemistetig und
lokal beschriinkt. Dann gilt fiir u,,u € % mit u, — u, dass dann f(u,) — f(u) fiir'
n— oo,

(i))* Seinun f: M C % — %' monoton und hemistetig. AuBerdem sei f lokal beschriinkt,
was in dieser Situation heift, dass fiir Folgen (u,), C M mit u,, — u € M fiir n — o
die Bildfolge (f(uy))n C &' beschrinkt ist. Formulieren Sie méglichst allgemeine
Bedingungen an den Definitionsbereich M, damit das Resultat in Teil (i) noch wahr
1st.

Hinweis: Beachten Sie, dass 9 nicht reflexiv sein muss. Fiir den Beweis von Teil (i) be-
trachten Sie die spezielle Nullfolge t,, := ||u,, — u||%2 und wy, := u+t,v fiir beliebige v € %,
um die Hemistetigkeit ins Spiel zu bringen. Verwenden Sie die Monotonie von f fiir die

Differenz f(u,) — f(wy).
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[Nemyckii-Operatoren]

Sei Q C R" ein Gebiet und g : Q x RM — R erfiille die Bedingungen
(i) x> g(x,z) sei messbar auf Q fiir alle z = (z',...,z¥) € RM,
(i) z+> g(x,z) sei stetig auf RM fiir #"fast alle x € Q,

(i) Es gebe eine Funktion a € L7(Q) und eine Konstante ¢ > 0, so dass

M
1g(x,2) <la(x)|+c Y |ZH|Pi/4,
i=1

14

fiir Exponenten 1 < ¢g,p; <oo,i=1,..., M.
Zeigen Sie: Die Abbildung

N LPV(Q) x - LPM (Q) — LI()

'In nichtreflexiven Banachriumen wird die Demistetigkeit oft so definiert.



definiert durch (Nu)(x) := g(x,u(x)) fir u = (u',...,uM) : Q — RM mit u' € LPi(Q) fiir
i=1,...,M ist stetig und beschrénkt und erfiillt die Abschitzung

INullia(@) < € |llalzsge +Z||ul||z;/‘f}

fir alle u = (u',...,uM) € LP1(Q) x ---LPM(Q).

Hinweis: Zeigen Sie zundchst die Messbarkeit von Nu, bevor Sie die notigen Abschditzungen
zeigen. Fiir die Stetigkeit konnen Sie die folgende Variante des Lebegueschen Konvergenz-
satzes benutzen: Falls g,,h, € L' (Q) mit |g,| < hy, fiir alle n €N, und g, — g und h,, — h
L"fast iiberall in Q und [¢ hy(x)dx — [ h(x)dx fiir n — oo, dann folgt g, — g in L'(Q)
fiir n — oo,
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[Differentialoperator in schwacher Formulierung]

Sei p € (1,00), Q C R" offen, p > 2n/(n+2) und s > 0. Betrachte den nichtlinearen Ope-
rator f : B := W, " (Q) — %' definiert durch:

(f(u),n) vz = / \Vu|P~2Vu-Vn +sundx fir u,n € 2.
Jo

Zeigen Sie, dass f strikt monoton und koerziv ist.
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[Divergenzgleichung]

Sei Q C R" ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und p € (1,%0).
Zeigen Sie:

Fiir alle g € (L”(Q))’ existiert genau eine schwache Losung des Randwertproblems

{—diV(A(x7 Vu(x))=g in Q

RWP
u=0 auf 0Q, ( 4)

wobei A =A(x, &) : Q x R” — R" messbar in x fiir jedes £ € R" und stetig in & fiir £"-fast
alle x € Q ist und folgende Bedingungen fiir alle £, 11 € R" und .#"-fast alle x € Q erfiillt:

() |A(x,&)| < C(h(x)+|&|P~") fiir eine Funktion hy € LI(Q),

(i) (A(x,6)—A(x,m))-(6—n)>0fir§ #n,
(i) A(x,&)-& > c|&|P — hy(x) fiir eine Funktion hp € L'(Q).




